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一 、 正 负数 的 概念 
1. 正 数 和 负数 
在 三 大 革命 运动 实践 中 ， 我 们 经 常会 遇 到 具有 相反 意义 的 量 ， 例 如 
温度 的 零 上 与 零下 ; 水 位 的 上 升 与 下 降 ; 产量 的 增加 与 减少 ; REC DC x 
Hyj onea 
为 了 区 别 这 些 相反 意义 的 量 ， 我 们 把 一 种 意义 的 量 看 作 是 正 量 ， 用 算术 中 的 数 表示 
它们 ， 有 时 也 在 这 些 数 前 面 添上 “+”( 读 作 “ 正 ”) S Mth, +4, 635. GOES 
数 叫 下 数 ; 把 另 一 种 和 它 相 反 意义 的 量 看 作 是 负 的 量 ， 用 算术 中 的 数 前 面 添上 “ -”( 恋 
作 * 负 ”) 号 来 表示 它们 ， 如 一 证， 一 4， 一 6 等， 这 样 的 数 叫 负数 . 
例 1 用 正 数 和 负数 来 表示 下 列 具有 相反 意义 的 重 ; 
(1) 摄氏 零 上 4 度 与 摄氏 零下 4 度 ; 
(2) 水 位 上 升 4 厘米 与 水 位 下 降 5 厘米 ; 
(3) 某 生产 队 卖 余粮 收入 1000 元 与 买 化 肥 支 出 36 元 . 
M O) 如 果 把 摄氏 零 上 4 度 记 作 十 4(*C)，, 那 末 摄 氏 零 下 4 度 就 记 作 一 4 (°C); 
(2) 如 果 把 水 位 上 升 4 厘米 记 作 + 4 ORDER) ， 那 来 水 位 下 降 5 厘米 就 记 作 
-5 (EX): 
(3) 如 时 把 收入 1000 元 记 作 +1000 (元) ， 那 末 支 出 36 元 就 记 作 一 36〔 元 ) . 
962. 工人 师 传 加 工 一 根 直 径 为 30 豪 米 的 轴 ， 规 定 加 工 后 ， 轴 的 直径 最 大 不 能 比 30 
毫米 大 9.02 训 米 ， 最 小 不 能 比 30 毫 米 小 0.01 毫 米 ， 试 用 正 负数 表示 这 两 种 偏差 
解 : 如 果 把 比 30 毫 米 大 0.02 训 米 的 偏差 记 作 +0.02《 毫 米 )》 ， 那 么 比 30 毫 米 小 0.01 
毫米 的 偏差 就 记 作 -0.01 (毫米 ) ， 


EBRE- dao UU ae co opu Efi, 0 cu CK fi. 


注意 ; 零 距 不 是 正 数 ， 也 不 是 负数 .负数 前 面 的 "一 ”号 不 可 省 路 . 正 数 前 面 的 “+” 叶 
一 般 可 以 省 路 不 写 ， 如 十 15 就 写 贡 15。 
有 了 正人 负数 以 后 ， 我 们 把 正 整数 、 零 、 负 整数 称 为 整数 ,整数 和 分 数 统称 为 有 理 数 . 


了 


所 有 这 些 有 理 数 都 柯 以 写成 有 限 小 数 或 无 限 箱 环 小 数 .例如 ，3 — 3.0， -4 一 一 0.5， 


i -0,333:-—0,3 55, 


3 

另外 ， 在 实际 问题 中 还 会 遇 到 一 种 形式 为 无 限 不 特 环 小 数 ， 这 种 数 叫 做 无 理 数 ， 例 
fih 3,141594 6-2, 118285. 

有 理 数 和 无 理 数 统称 为 实数 .现在 把 它们 归纳 如 下 : 


正 整数 〔 自 然 数 ) 
MM LI LE 
— 负 整 数 
; 限 循 环 小 数 
an[E?5 
实数 负 分 数 


正 无 理 数 
zmn lama 
NEER 


2. 数 轴 : 

我 们 把 一 个 温度 计 如 图 1 一 1 那样 横 放 ， 以 0°C 为 标准 ， 那 末 ， 零 度 右边 的 刻度 
就 表示 零下 的 温度 ， 零 度 左 边 的 刻度 就 表示 零 上 的 温度 

一 般 地 说 ， 我 们 画 一 条 者 线 ( 图 ! 一 2)， 


规定 从 左 到 右 的 方向 为 正 向 (用 箭头 表示 ); 了 98939395 
在 这 条 直线 上 任 取 一 点 0， 交 示 零 ， 叫 做 原 


点 ;再 取 定 一 个 适当 的 长 度 单 位 . 象 这 种 规定 Ó—— 
了 让 向 、 原 点 和 和 长度 单位 的 直线 叫做 数 轴 . Bii 


建立 了 数 轴 以 后 ,任何 一 个 实数 在 数 轴 上 都 能 用 一 个 确定 的 点 来 表示 .如 图 1 一 2 中 ， 
七 5， 就 用 数 轴 上 原点 右边 距 愿 点 5 个 单位 的 点 4& 表 示 ; 一 2 ,就 用 数 轴 上 原点 左边 距 麻 点 
2 个 单位 的 点 B 表 示 ; e (WAE A E 


3.1) 用 5 点 表示 .反之 ， 数 轴 上 任何 一 . EETE e3 
^ il, M f JE — Ae i nt Se dic ole de 
W. 如 图 1 一 2 中 ，D 点 和 工 点 分 别 2 .9 £g 4 
用 -5 和 +2.5 表 示 . ~-5 4 -3 2 4 01 2 54 56 
全 3 把 下 列 各 数 用 数 加 上 的 点 Bi-z 
EI ` 
5 s, cal, 4l 
+3, =3, —1.5. TLS. 64g tao 


[DE MERR RERNE RIB A E KAE A. 
*3,-8,-L5 +15, £4 I, -43s JAMA B, C, D, E, Fi 


点 来 表示 (图 1 一 3) . 
例 4 用 实数 类 示 图 1 一 4 中 4， 


B.C,D 各 点 。 
R: 4 点 用 十 5 表示 ; B 点 用 --5 图 1 一 3 
表示 ;点 用 +2.5 表 示 ;DD 点 用 一 2.5 B D c A 
表示 。 -6 -5 4 5 2d 01254 5.6 
从 图 1 一 4 中 可 以 看 出 ， 表 示 图 1 一 4 


+ 5 和 一 5 的 两 个 点 4 和 B， 到 原点 的 距离 是 相等 的 。 象 这 样 的 两 个 点 所 表示 的 数 制 做 
ERKA. 例如 + 5 和 一 5 ，+2.5 和 一 2.5 都 是 互 为 相反 数 。 


Bio 写 出 +9， 一 3 3 ，-8.7 各 数 的 相反 数 。 
解 : + 9 的 相反 数 是 - 95 
一 3 了 的 相反 数 是 … 3 ls 
一 8.7 的 相反 数 是 +8.7， 
3. 绝 对 值 
在 数 轴 上 表示 一 个 数 的 点 ， 它 离开 原点 的 距离 叫做 这 个 数 的 绝对 值 .例如 + 5 和 一 5 
的 绝对 值 都 是 5 +2.5 和 一 2.5 的 绝对 值 都 是 2.5; 0 的 绝对 值 是 0 
一 个 数 的 绝对 值 ， 通 常 在 这 个 数 的 两 旁 各 画 一 条 短 竖 线 来 表示 . 例如 一 5 的 绝对 从 
Efl- 5 |《 读 作 -- 5 的 绝对 值 ) ; + 5 的 绝 对 值 记 作 | 二 5 | E+ 5 的 绝对 值 ). 
报 据 绝对 信和 的 意义 可 知 。 正 数 和 零 的 绝对 信和 是 宫 们 本 身 ; 负数 的 绝对 信忠 它 的 相反 


1 
100 

M: 1+81-8; 178/285 |-3,7] 28,7; 
2|.,2,]. 1 
hagl] 100: 1007 


BIT 写 出 绝对 值 等 于 $ 3 的 数 . 
解 : 绝对 值 等 于 3 于 的 数 是 + 3 3 和 一 3 3 

4. 有 理 数 大 小 的 比较 

我 们 知道 :+ 5(*C) 的 温度 比 + 2 CC) 的 温度 要 高 ， 所 以 + 5 ~ + 2 , (“~” 读 作 
EKP”); o CCHR 10€) 的 温度 要 低 ， 所 以 0 一 十 1 (BERE eT): 
o COREE- 2 (*C) 的 温度 高 ， 所 以 0> 2; 一 5("C) 的 温度 比 - 2 CC) Bl 
度 低 ， 所 以 ~ 5 一 -2 。 

通过 温度 高 低 的 比较 ， 我 们 进一步 认识 到 ， 数 轴 上 的 点 越 往 右 边 ， 它 表示 的 数 就 越 


BERE. 


例 8 比较 下 列 每 对 数 的 大 小 ; 
(1) +90.001 和 一 100; (2) 0-2; 


(8) —0,998 — 0,9; (4) -$m-i. 


解 : (1) 0,001 — 100 (EXE T7 — 088) 5; 
(2 0-2 CEXT—UE; 
(3) 一 0.99 一 一 0.9《 两 个 负数 相 比 较 ， 绝 对 值 大 的 反而 小 ) 5 


e jesle 


"T! d 56 
l-M-Ie94 
8l 8 556" 


AG 49 6 了 
56 — 6" "i 1 | HE 


- > 一 也 《两 个 负数 相 比 较 ， 绝 对 值 小 的 反而 大 )、 


符号 *…” 读 作 “ 因 为 ”》 符号 "…" 读 作 * 所 以 ”。 

二 、 正 负数 的 加 减法 

下 面 我 们 从 实际 例子 出 发 ， 总 绪 出 正 负 数 各 减 的 运 
SR. 

1. mi 

B 水 库 在 拦 着 洪水 时 ， 水 位 就 上 升 ; 灌溉 农田 E 
BF, 水 位 就 下 降 。 水 库 工 作 人 员 需 要 经 常 观测 水 库 水 位 
的 变化 情况 、 

(1) 水 库 的 水 位 第 一 天 由 水 位 线 下 降 3 是 米 ， 第 二 
天 继续 下 降 SEDE, dE 1 一 5 可 以 看 出 ， 两 天 水 位 共 -8 
下 降 8 厘米 如果 水 位 上 升 用 正 数 表 示 ， 水 位 下 降 用 负 
数 表 示 ， 那 末 

(-3)+(-5)- -8=—(3+5). 5 

(2) 水 库 的 水 位 第 一 天 由 水 位 线 上 升 3 厘米 ， 第 二 
天 却 下 降 5 厘米 ， 由 图 1 一 6 可 以 看 出 ， 两 天 水 位 共 下 - 
EE 2 厘米 .如 果 仍 旧 把 水 位 上 升 用 正 数 表示 ， 水 位 下 隆 


0 上 -下 一 了 一 一 水 他 


fis 


——€À 


MURER Hk -2 — 
(+3)+(-5)=-2==(5- 3), 
HERAT UAA TE RAER EN: 网 1 一 6 


问号 两 数 相 加 ， 和 的 符号 不 变 ， 并 把 绝对 信 相 加 :_ 

RERA MAES SANAR AESA, RAAR (ARN). 

例 1 HE TT 
Q) CF 0) C 425 (2) C. 1)C- 4X 


G) (+7)+(=4); (4) (— 7)+(+ 4); 
t 
© i-i 
M: (1) (+7)+(+4)=+(7+4)= +11; 
(2) (=7)+(=4)==-(7+4)=-11; 
(3) (+7)+(-4)=+(71=4)=+3; 
(4) (= 7)+(+4)=-(1=4)=-3; 
e (ahi ael- 
2. 减 法 
例 2 济南 市 去 年 冬天 某 一 天 室内 温度 是 + 10 (°C), IREE- 5 (°C), W 
室内 广度 出 室外 温度 高 15〈"C) ， 即 
(+10)~(—5)=+15. 
X +0) (Ft5)=+15, 
{+10)—(—5)=(+10) +(+ 5), 
这 就 是 说 ， 减 去 一 5 等 于 加 上 一 5 的 相反 数 + 5 。 
由 此 ， 我 们 得 到 下 面 减 法 的 法 由 : 
该 去 一 个 数 ， 等 于 加 上 这 个 数 的 相反 数 ， 
这 样 ， 减 法 就 转化 为 加 法 “一 切 了 矛盾 都 依 一 定 条 件 向 它们 的 
反面 转化 着 。” 改 变 减 数 的 符号 ， 是 减法 转化 为 加 法 的 条 件 。 
Pis 计算 : 图 1 一 7 
a) (63)-(-3): 


1 5l) 
o (siis 
(3) e- (94.8). 
解 : (1) (+3)-(-3)=(+3)+(+3)=+6; 


中 
{3) 0 一 +4.3) 0 (74,3) —&.3, 
例 4 泰山 一 25 拖 拉 机 的 活塞 直径 5-9, ^C RE BERG $050 99 FRENE), 
求 气 饶 套 与 活塞 配合 时 的 间隙、 
B: 气 红 套 与 活塞 配合 时 的 最 小 间 院 = 气 红 讲 的 下 偏差 -活塞 的 上 偏差 = 0 一 
(—0,19) - 十 0.19y 
气缸 套 与 活塞 配合 时 的 最 大 问 路 = 气 红 套 的 上 偏差 一 活塞 的 下 偏差 -- + 0,035 一 
(—0,22) — 4-0,255, 
气缸 套 与 活塞 配合 时 间 院 ; +0,19 到 七 0.255. 
例 5 计算 (一 20) 一 (+5)+(+3) 一 (-7). 
解 : (=20)-(~5)+(+83)-(-7)=(-20}+(-5)+(+3)+(+7) 
=(-25)+(+3)+(+7)=-—15, 


从 这 些 例子 中 可 以 看 出 ， 运 用 正 负数 减法 法 则 之 后 ， 因 为 减法 都 转化 成 加 法 ， 所 有 
前 数 部 变 成 了 加 数 . 逐 常 把 原 导 省 略 不 写 ， 如 (一 20)+(- 5) (325 C 2 WEUS 
成 -20-5+3 十 ?， 这 样 的 和 叫 代数 和 . 


例 6 计算 : 
Q) 10+(6— 2); (3) 10 十 6 一 23 
3 71 TY 1 1,1 
G g--i (pta. 


解 : 0) 10+(6 一 2)=10+ & — 145 
(2) 10+6-2 .16- 2=14; 


e i-0-D- i-r 2 


d7 4 


8 2 4 8 4 8 
在 例 6 中 ，(1) 与 (2)、(3) 与 (4) 结 果 都 相等 ， 所 以 


10+(6-—2)=10+ 6-2; 


pG- 

由 此 ， 我 们 得 到 去 括 呈 的 法 则 : 

括号 前 是 “+ ”号 时 ， 殷 括号 连同 它 前 边 的 “二 "号 去 捷 ， 揪 号 内 各 数 都 不 变 ; deed 
是 % 一 号 时 ， 把 括号 连 园 它 前 边 的 “一 ”号 去 捷 ， 括 号 内 各 数 都 变 号 . 

三 、 正 负数 的 策 除 法 

1. 乘 法 d 

正 负数 的 弱 法 运算 。 有 如 下 的 法 则 : 

同 号 两 数 相 滋 ， 积 的 答 号 取 正 号 ， 并 把 绝对 值 相 尿 ; 

异 号 两 数 相 乘 ， 积 的 符号 芭 负 号 ， 并 把 绝对 值 相 陛 。 


例如 : 
(+2)x(+3)=+65 (-2)x(-3)- 46; 
(-2)x(-8)-- 6; (7-2)x(*3)-- 6. 


为 了 说 明 法 则 的 实际 意义 ， 我 们 来 看 下 面 的 例子 : 
有 一 冷 仓 ， 假 设 仓 内 温度 在 不 断 变化 ， 并 且 现 在 的 温度 是 0"C .我 们 规定 现在 以 后 的 
时 间 为 正 ， 现 在 以 前 的 时 间 为 负 . . 

( 1 ) 如 果 温 度 每 小 时 上 升 2*C, 那 末 3 小 时 以 后 的 温度 就 是 零 上 6°C. 列 出 式 子 就 是 
(+2) x (+3) =+6 

( 2 ) 如 果 温 度 舒 小 时 下 降 2"C , 那 末 3 小 时 以 后 的 温度 就 是 零下 6"C， 列 出 式 子 就 是 
(2) x (*8) 7-6 

(3) 如 果 温 度 每 小 时 上 升 2"C , 那 末 3 小 时 以 前 的 温 刻 就 是 零下 6"C， 列 出 式 子 就 是 
(=2) x (-3)=-6 

(4) 如 果 温度 每 小 时 下 降 2?C, 那 本 3 小 时 以 前 的 温度 就 是 零 上 6"C， 列 出 式 子 就 是 


(一 2)》x(〔《 一 3) -*6 
从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ， 正 负 妆 前 和 滋 法 法 则 是 符合 实际 的 。 


例 1 iE: 
(1) (43,58) x (4 2,08); [C3] (+1 2eCcaiu 
(G2 Ce x(- 2) (4) (-3» (413,65), 


解 : (1) (3,58) x (4 2.05) — 7,839; 


e(ii«sciÓDB--G8--2£ 


$3.18. .5 65 5, 
© -G»(-)- - $7 Sar! 
(a (3) (+1.65) = AASS 一 一 (2x4.55) 一 一 9.1。 
例 2 计算 : 
Qa) 2x(-6)x53; (2) 2x(— 1)x(-3)5; 


(3) (7 2)x(-22x(- 8). 
B: (0 2x(-620x5-(-12)* 5 = 一 60; 
(2) 2x(-1)x(—3)-(-14)x(— 3)-42; 
(35 (= 1)x(-2)x(- 5)- Cri x(- 5)= 70, 
由 例 2 可 以 看 出 ， 几 个 正 负数 相 乘 时 , 积 的 符号 可 以 根据 式 子 中 负数 的 个 数 来 决定 : 


车 负数 的 个 数 是 奇数 ， 则 积 的 符号 为 负 ; 车 负数 的 个 数 是 偶数 、 则 积 的 符号 为 正 。 


2. 除 法 
我 们 知道 ， 除 法 是 乘法 的 逆 运 算 ， 因 此 ， 
由 (-32x(c3)-— 6, f8 


(-6)*(t327 72, 
(-6)«(-2)- 8. 
由 此 得 到 正 负数 除法 法 唱 : 
同 号 两 数 相 除 ， 衣 的 符号 取 下 号， 共犯 弧 对 值 相 除 ; 
异 号 两 数 相 除 ， 商 的 符号 取 负 二， 并 把 绝对 值 相 除 . 
注意 ! 零 除 以 任何 一 个 不 等 于 零 的 数 者 等于零 ， 但 是 零 不 能 做 除数 。 
例 3 计算 : 


a (- M IEEE (2) boi 
eb 0 eceels. 


SV/ 2 5 n 
-3).(-—2.)..(3.5 - - - 
e J ( x) (Sie) E a Te 16 
1 4 9 4 
-8)22Lx t-(-81)4 ? 5 
4) (780 2 E É- Coin x 
"(73x 1) £e oso $= 一 16。 
9/" 8 9 


四 、 正 负数 的 四 则 混合 运算 
正 负数 四 则 混合 运 笋 的 法 出 和 笋 术 里 的 数 的 运算 法 则 相同 ， 色 先 乘除 质 加 减 : edm 
县 肉 反 括 号 外 ;如 有 多 重 括号 ,内 算 小 括号 《、) BATES BERES] i. 
例 计算 anaa 


@ (=-35)x(- 


2 4 
2p 83-54 
:) ` EM 


8: (0 =x (SE) tC) 6 (S60 a3 


E m 


1 .用 焉 数 和 负数 表示 下 列 具 有 相反 意义 的 量 : 
(D 水 位 在 水 位 线 上 8 厘米 ; 水 位 在 水 位 线 下 2 MK. 
(2) 高 于 海面 8000 米 的 上 空 ; 低 于 海面 3000 米 的 海底 . 
2 .用 数 轴 上 的 点 表示 下 列 各 数 : 


6, —53,2,5, —5 ., 
2 8 c A E 
0, 4.5, s4, 0.5. D12545 
3. 用 实数 表示 有 面 数 轴 上 4,B,C,DD,E 各 点 。 《第 3 题 ) 
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4. 在 数 轴 寺 表示 出 下 列 各 数 和 它们 的 相反 数 : 


3 


2 
+3,5, —6, 十 24， —-1,—1 5 


5. 求 下 列 各 数 的 绝对 值 ; 


十 15， 一 3.14， val. 0. — 


9. 


56. 比较 下 列 各 对 数 的 大 小 : 
-1510; — 1521010; +4 和 - 5; 一 18 和 一 17; 
一 0.27 和 一 0.73; 一 之 和 - 3 一 - 

了, 计算 : 


Q) Cr13) C22); 
(3) (70.22€ (43.8); 


© (C3) Ch 
e (+ $$) +( a$); 
8. 


Q) (C+ 4)-(+9); 
G) (~ 4)-(+9); 
(5) (—13)- 0; 

CD (~ 4.22-C-8.8): 


(2) (-4.8)*( 8.7); 
(4) (-1.2)+0; 


(6) (+24)+(-4); 


(8) Cr1)+( =- Ž-). 


(2) (+4)-(- 9); 

(4) (7-4)-(- 9); 

(6) 0 -(-18); 

(8) (—1.764) ~ (43,615); 


o(a 


.计算 : 
G) C715) £C 2)- (7 125 
(2) (97,2)- (13,6) 1(—3.6)5 


ec -à= )-C3)-G d) 


(4) 81,26--8,72- 29,64; 


11 i ,5 
ug cM gn Pv 


10。 已 知 公差 = (TRZ) -- (FAX), HEFTIR: 
Q2 25 888, (2) d50-9-**( RAE); 
11. RUSSERNE MEET? (ROSE), ESL R60 E RE 
SER S ESHOR Gr RIA. 
12. 应 用 去 括号 法 刚 ， 计 算 下 列 各 式 : 


oo- 下) 


E 


(5) -451 


n 
(3) 400793, 


(1) 56+(- 6-2 t1); 
(3) 0,49+ (0,51 +0,23— 0,03}; 
1 
56-( — -glY. 
(8) 1.56 ( 3,14 ei) 9.2. 
13.3158: 


(1) (+6)x(=8); 
(3) (—0.3)x 0; 


e»Z-)oes 


o (ipis 


(2) 8.13-(8.13— 1 3: 


2 2 1 E 
2 {12-1434 
(9 i3 ( 7 si) 


(2) €—-0.7) x C—- 100); 
(4) (71,2) x (+3,1); 


(6) (-3)«c 2); 


(8) Geo )x( E); 


(9) C7 10x(- 22x(—- 4)x(- 8); 


oo (-5)«cens( 2). 
14, 85: 


(5) (~3.81)+(— 0,015) x (—0,02 


2 3 
(6) (C7 6)e $a, 


G) -1.6+0.12x( - t) 


(3) segrat 
7 ^8 4 15 
(5) -ez- Pbi 


e nid (2-4 $) 


o(-3.-u 
(4) (70.15) «( - 5 B 
PE 


(2) —2—9.3x 5 — 4 x ( -0.55s 


e (plai 


ZEE 


16, 水 库 的 水 位 第 一 天 由 水 位 线 上 开 8 厘米 ， 第 二 天 又 下 降 5 厘米， 第 三 天 继续 下 


降 10 理 米 ， 第 四 天 又 上 升 了 4 BOR [8 3X UH 


HAE)? 
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EE 水 岩 的 水 位 一 共 下 降 多 少 厘米 (规定 上 


17 ,一 冷 幼 仓库 的 室温 是 ~ 2"C， 现 在 有 一 批 会 品 需要 在 一 23"C 下 冷藏 ,如果 库 羽 每 
小 时 平均 能 降温 4°C， 问 经 过 几 小 时 才能 降 芭 所 要 求 的 温度 〔 降 温 4°C 记 为 一 4) 了 


第 二 节 敢 方 和 开 方 


— R 方 
在 乘法 的 运算 中 ， 有 了 时 会 秽 到 相同 因数 相 习 的 情况 .例如 ， 边 长 为 5 厦 米 的 正方 形 
钢板 的 面积 是 5 x 5 平方 厘米 ; 村 长 为 ?厘米 的 立方 体 钢 块 的 体积 是 7 x 7 x 7307/0. 
为 了 表达 和 计算 的 方便 ， 在 遇 到 这 种 情况 时 ， 我 位 只 写 一 个 因数 ， 而 在 它 的 右上 角 ' 
写 上 相同 因数 的 个 数 ， 
例如 ; 5x 5 可 写成 5*， 即 5 x 5 = 52，“52? 读 作 *5 的 平方 ?或 < 5 的 二 次 方 ?; 
"Vx 7 x 7 可 写成 75， 即 7 Xx 7 x 7 一 73, “7 9 读 作 “7 的 立方 "或 “7 的 三 次 方 ”、 
一 般 说 ， 如 果 用 4 表示 某 一 个 数 ， 那 末 &x4x xan ka, BI 
n^ 
&XAX c Xaa” 
一 站 ~ 
* a^ "ik "ation R get afl m En. 
JL ARIS BOSCEIAE HO 5 Me m f Jy, 362 BERI AUR n RR s AA E SE I RR 
相同 因数 的 个 数 叫做 指数 . 


Egan HR | 


Y 
* 


ca, d NI 通常 省 略 不 写 。 
例 计算 : 
Q} 21, 22, 23% 25, 25 


(2) (7-2) C- 2X, (~-2), (— 2), (~— 2)5, 


SB: (1) 2'=2, 22--2x2=4， 
2?-2x2x2-8, 23—2x2x2x 2-16, 
2*5—2x2x2x2x2-32; 

(2) (-2)'7-8, (-2y-(-2) x (-2)-4, 


(2e (=2) x C72) x (72) 2-8, 

(-2)-(-2) x (22) x (7-2) x (-2) =16, 

(7-2) (7-22 x (2) x (-2) x(- 2)x(-2)- 32. 
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由 此 可 知 ; 正 数 的 任何 次 基部 是 正 数 ; 负数 的 吝 次 筹 是 负数 ,负数 的 个 次 短 是 正 数 . 
二 、 开 方 

上 面 介绍 了 乘 方 的 概念 ， 但 在 实际 问题 中 我 们 还 会 时 到 情 方 的 逆 运 算 . 

例如 ， 要 截 一 块 正方 形 钢板 ， 使 其 面积 为 9 平方 分 米 ， 问 过 长 应 是 多 少 分 来 . 
REFERAR AK, MEEME- 9 . 

我 们 知道 : s?—- 9; (-3)?=9, 

所 以 xc- 3， 或 5= - 3 (FERDE, MAE). 

因此 ， 正 方形 的 边 长 是 3 分 米 。 

我 们 把 3 和 一 3 叫做 3 的 平方 根 、 

一 般 地 说 ， 如 果 4 二 2D2 0)， 那 么 a 叫做 5 的 平方 要. 

例如 : 因为 42716，(、 4)=16， 所 以 16 的 平方 根 是 4 和 ~ 45 , 


m»y-$ (3Y-6 mutmyyarėm- 2. 


由 此 可 知 :一 个 正教 有 两 个 平方 根 ， 它 们 也 为 相反 数 ， 

BU) o*-0, Bib, XYSSAT. 

ECh ERREI ARREA DNRT IRURE X 

求 平方 根 的 运算 叫做 开平 友 《或 开 二 次 方 ) ”开平 方 是 平方 的 六 运算 ， 

正 数 5 的 两 个 平方 根 用 符号 十 RR, "V UIRBIUIES IRURE. 20 
做 根 扫 数 ， 根 指数 是 > 时 ， 通 常 省 略 不 写 ， 例 如 9 的 平方 根 记 作 土 5 一 土 3， 

正 数 ? 的 正 的 平方 根 叫 饿 5 的 算术 平方 根 ( 简称 为 算术 根 ) ， 用 符号 ]/ 古 表示 。 例如 
25 的 算术 平方 根 记 做 号 = 5 . 零 的 算术 根 是 零 ， 

bb 计算 下 列 各 数 的 平方 根 : 


(1) 363 (2) ane (3) 0.04. 
cs (+ 6)*-36, -36 的 平方 根 是 二 6， 即 士 W36= 士 6 
efa Ya. ` 平 9 14 
全) cue 0 cux ERR S may P caa 
(0,2)? — 0,04, ……0.04 的 平方 根 是 于 0.2， 即 士 1/0.04= 40.2, 
例 2 求 下 列 各 数 的 算术 平方 根 : 
Q) 685 (2) y (3) 0.09. 
M: 0) os-64, 64 的 算术 平方 根 是 8， 即 64 = 8; 
e Gy. i GERRYTS REL, m 1 1. 
(3) "7 (0.3) -0.09, 7.0.09 SCR; 180,3, 0/009 0.3 . 


在 实际 问题 中 ， 我 们 还 会 遇 到 立方 的 道 运算 ， 
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例如 ， 要 做 一 个 3 立方 米 的 正方 体 电 链 杠 ， 问 电镜 档 的 边 长 应 是 多 少 米 ? 

设 电镀 模 的 边 长 为 4 米 ， 由 题 意 知 吧 = 8. 

因为 2*-8, 所 以 a-2. 

Ek, BREHUKE ? 米 . 

我 们 把 2 叫做 8 的 京胡 根 〈 或 三 次 方 根 ) WEVE ， 即 & = 2., 
MRa 一 6， 那 末 ，4 叫 做 5 的 立方 根 ( 或 三 次 方 根 ) BEVE, MY ta. 
DROGAS 3 他 向 根 据 数 ， 


例如 :47 一 64， oe 
(-2Y--8, eA 
0-0, a yoo 


由 此 可 知 ; 正 数 的 立方 根 是 一 个 正 数 ;负数 的 立方 根 是 一 — Ads 零 的 立方 根基 零 . 

求 一 个 数 的 立方 根 的 运算 叫做 开 闲 方 . 开 立 开 立 方 是 立方 的 北 运 算 、 

一 般 地 说 ， 如 果 a* 二 2， 那 来 < 叫做 2 的 w 次 方 根 。 当 560 时， 用 辟 王 表示 3 Mn KA 
AH. 

RÀ una le HRS pp T opc: 

三 、《 平 方 表 》 和 《立方 表 》 的 查 法 

1。 《平方 表 》 的 查 法 

由 《平方 表 》 可 以 查 出 任意 一 个 四 位 数 的 平方 。 查 表扬 得 的 结果 ,一般 基 近似 值 ( 它 
前 第 四 位 数 是 由 四 合 五 入 得 到 的 ;， 通 常 仍 用 等 号 表示 

(1) 1 到 10 之 间 的 数 的 平方 ， 可 以 在 表 上 直接 查 得 . 

Ai ARR: (2) 2.465; (2) 2.4687, 

Wn OO 先 在 “平方 表 》 中 标 有 六 的 直列 里 找到 前 两 位 数字 2.4， i MIT 
中 找到 第 三 位 数字 6 ， 行 和 列 交 丸 地 方 的 数 6.052 就 是 2.46 的 平方 ( 见 下 天 )， 

2,465 — 6,052; 


3456789123456789 
eod 


2,4 [^ 一 -一 -= 6,082 | 一 一 一 一 2 


(2》 先 查 表 得 2.462~6.052 。 
表 在 修正 值 栏 内 标 有 六 的 横行 中 找到 第 四 位 数字 8 所 对 应 的 修正 值 399( 见 上 者)， 实 
际 是 0.039， 把 56.052 的 最 后 一 位 和 90.039 最 后 一 位 对 齐 相 如 ， 得 
2.46? 一 


2， prion 
《2) 查 小 于 1 或 大 于 10 前 数 《 这 些 数 叫 天 外 数 】 的 平方 ， 要 先 移动 底数 的 小 数 点 的 
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位 置 ， 使 之 化 为 表 中 可 以 查 到 的 数 。 查 表 前 底数 的 小 数 点 每 移动 一 位 ， 查 到 的 平方 数 的 
全 数 点 要 向 相反 的 方向 移动 两 位 。 
例 2 ÆR: (1) 24.682; (2) 0.2468?。 


解 : (1) E 6 — | 609,1 
小 数 点 | 上 向 左 移 一 [^ ART | BAB 
2.468 ER | 6.091 


". 24,687 2609,15 


e) i 0.2468! ， === | 0.06091 | 
PERL ARBE MENÍ HEEMI 
| 2,468? ER : 6.091 


0,2468* = 0,06091 , 

请 学 员 思 考 一 下 ， 小 数 点 移动 位 数 的 规律 的 根据 是 什么 ? 

2 . «GJ E» WER 

查 《立方 表 》 的 方法 和 查 《 平 方 表 》 的 方法 类 似 ， 

O) 1 到 10 之 间 的 数 的 立方 ， 可 以 从 表 上 直接 查 得 。 

A3 ÆR: (1) 2,1277; (2) 2,1274, 

B (1) 2,127? —9,622; 

(2) 2.1274* 59,628 , 

(2) AP 1 或 大 于 10 的 数 ( 岂 做 表 外 数 ) Hase. ME OPES A ERA 
点 的 移动 规律 ， 就 能 使 表 外 数 的 立方 借助 于 《立方 表 》 求 得 . 在 这 里 小 数 点 的 移动 规律 
是 : 查 表 前 底数 小 数 点 每 移动 一 位 ， 查 得 的 立方 数 的 小 数 点 就 向 相反 方向 移动 王位。 

LINE T. 


LO | 21 | 9623 
DAR | ze AS iot 
| 2,127? ER 9,623 em | 

21,917— 9623. 


四 、《 平 方 根 表 》” 和 《立方 根 家 》 的 查 法 

1 《平方 根 表 》 的 存 法 

由 《平方 根 岩 >》 可以 查 出 任意 一 个 四 位 数 的 平方 根 ， 查 下 所 得 的 结果 ， 一 般 是 近似 
值 ( 它 的 第 四 位 数 是 由 四 全 五 入 得 到 的 ) ， 通 常 仍 用 等 号 表示 。 
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(1) 1 到 100 之 问 的 数 的 平方 根 ， 可 以 在 表 上 直接 查 得 

例 1 查 表 求 : (1) T 和 3357 (2) V43,21. 

解 : O) 1/2,32— 2.018; 

(2) V^43.21 一 6.574 。 

(2) EACP 1 或 大 于 100 Hg ORRA) 的 平方 根 ， 要 先 移动 被 开 方 数 的 小 数 
点 的 位 置 ， 使 它 化 为 表 中 可 以 硒 到 的 数 . 

由 于 开平 方 是 平方 的 着 运算 ， 因 此 ， 被 开 方 数 的 小 数 虚 每 移动 两 位 ， 查 得 平方 根 的 
小 数 点 要 向 相反 的 方向 移动 一 位 、 

Bi2 deck: (1) V 0.5273; (2) V52700。 


X: (1) | V0.527 ===. | 0,1259 
人 小数点 向 上 | 右 移 二 位 小 数 点 向 个 左 移 一 位 
| V$2.1 ER 1.289 


| 229.6 
小 数 点 向 | 右 移 二 位 
| 2,296 


Y's2100 ~=229.6 . 
2.《 立 方 根 表 》 的 查 法 
《立方 根 表 》 的 查 法 和 《平方 根 表 》 的 查 法 类 似 ， 
Q) 9.1 到 99.9 之 间 的 数 的 立方 根 ， 可 以 在 表 上 直接 查 到 ， 
例如 ， A/ 0,134 - 0,9021; 
A/31.84 71,943; 
A/13,47 4.187 , 
(2) 小 于 0.1 或 大 于 100 的 数 的 立方 根 ， 在 表 内 不 能 直 搂 查 到 ， 要 先 移动 被 开 方 数 的 
小 数 点 的 位 置 ， 使 它 化 为 表 中 可 以 查 到 的 数 。 
由 于 开 立 方 是 立方 的 逆 运 算 ， 因 此 被 开 方 数 小 数 点 每 移动 三 位 ， 查 得 立方 要 的 小 数 
点 要 向 相反 的 方向 移动 一 位 . 
A3 ERR: (1) Y73400; (2) 8/0,00734; 《3) 2/734000。 


w o| vea | [ «e | 
小 数 点 向 | EBEE — assu ssh 
373,480 | ER | 4.187 | 


W13400=41.873 
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(2) & —4/71,33- 1.948, 
S 4/0,00734 = 0,1942; 
(3) 7 40,734 - 0,9921, 
JO 4/433400090,21, 
* 五 、 开 平方 的 一 般 方法 
下 面 通过 例题 说 明 开 平方 的 一 般 方法 。 
1。 整数 开平 方 
Bil 求 625 的 算术 平方 根 625 。 
解 : (1) 分 段 : 把 被 开 方 的 数 从 右 向 左 每 隔 两 位 用 撤 号 分 开 成 一 自 ( 最 后 不 到 两 位 
也 算 一 段 ) 例如 625 可 分 咸 625， 所 分 的 段 数 就 是 所 求 算术 平方 根 的 整数 的 
位 数 . 
(2》 由 第 一 段 求 得 根 的 第 一 位 数 ， 这 里 第 一 自古 6, 平 方 不 超过 6 的 最 大 整数 是 
2， 因 此 根 的 第 一 位 数 是 2. 
(3) 把 根 的 第 一 位 数 2 的 平方 4 写 在 第 一 段 6 的 下 边 ， 再 把 6 减 去 4 得 2 和 第 
二 段 的 数 25 落 下 来 ， 写 在 一 起 得 余数 225 . 
(4) 根 的 第 一 位 数 2 乘 20 得 40， 用 40 去 试 除 225 得 试 商 5 ,40 加 上 试 商 5 得 45， 
再 乘 试 高 5 得 225， 将 225 写 在 余数 225 的 下 边 ， 相 减 得 225 一 225= 0， 刚 好 
开 尽 ,因此 625 的 算术 平方 根 是 25， BB 


v'625 -?3. 
演算 式 子 如 右 ; 335 
V 625 
2 x20=40 "238 
E) 5， 
45 [2 25 
0 
P2 R vise. 
#: EAM 
V 156 
9 
3 x20=60 | 7356 
EDEN 
64| 2 56 
0 
V1156784, 
2， 人 少数 开平 方 


小 数 开 平方 的 方法 和 整数 开平 方 的 方法 一 样 ， 只 是 分 毁 不 辕 ,小 数 部 分 由 小 数 点 起 ， 
从 左 向 右 每 隔 两 位 用 撤 号 分 开 。 . 
注意 : 所 得 的 算术 平方 根 的 小 数 点 的 位 置 要 和 被 开 方 数 的 小 数 点 对 齐 。 
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例 5 R V0.5329。 


KE: 9.7 3. 
V 0,53 29 
49 
1x20-1409 | 429 
+) 3 
143 4 29 
0 


1/0,5329 -0,13, 
H4- R 1322.5616. 
Ñ: 1 7,9 6 


V 3 22,5616 
1 
120-20 [2733 
十 ) 7 


27 11 89 
17x20=340 | 33 56 
+) 9 
^. 849 |31 4t 
2 18 16 


119 x 20 = 3580 
十 ) 6 
3586 


2 15 16 
0 


1/322,5616 717,96 - 
3. 近 似 平 方 根 
前 面 讲 到 的 被 开 方 数 都 是 开 得 尽 的 数 ， 但 更 多 的 是 开 不 尽 的 数 ,对 这 样 的 数 可 以 用 
下 面 例题 方法 求 出 它们 的 近似 平方 根 平 方 根 的 近似 值 》. 
例 5 R va. 


LB 114 1 4 
Y 2,00 007 00 


H 
1x30—20:100 
T)4 
77 3&096 
14x20—9280 | 4 00 
十) 1 
“281| 281 .— 
141 x20=2820 1 19 00 
+)a! 


按照 这 个 方法 继续 计算 下 去 ， 可 得 
V2 —1,4142135--, 
由 此 看 出 ，V 2 是 一 个 无 限 不 循环 小 数 , 邵 1 EAEAN. E 3 = 1,1322 
也 是 一 个 无 理 数 
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习 A 
1 .把 下 列 各 式 写 成 乘 方 的 形式 : 


Q) C. 4x (7 45 e(-Douneoch) 

《3) 《一 1.2) x C 1,2) x C 1,2) x (71,2); 

(4) 10x10x 105 x; G)ixixixi-ix«ie 
2. 计 算 : 


o CY. GE. cs» (C3), cav» con, ons 
(2) (—9,35?, (= 0,3)*, (71,3), (71.3), 
3. 利 用 带 ,位 整数 的 小 数 和 10 的 宕 的 积 的 形式 〈 即 ? x 10") ， 表 示 下 列 各 数 : 
(1) 10000; (2) 3400000; (3) 42500; 


(4) 我 国 的 领土 面积 约 9600000 (FHAR) ; 
(5) 光 的 速 弃 是 300000000 (K/H) 。 


4. 求 下 列 各 数 的 平方 根 : 
; ; 25 . 144 
G) 81; (2) 0.013 G) AD G dn. 
5. 求 下 列 方 根 : 
(0vó3s (Va; B) Va 4) yd 
G)4Te O vus — (0 W0008, 


6. 查 表 求 下 列 各 数 的 平方 : 
(1) 7.61; (2) 7,612; (3) 26,12; (4) 0,7612; 
(5) 164,55 (6) 0,01645; (7) 0,16458, 

7. 查 表 求 下 列 各 数 的 立方: 
(1) 2,86; (2) 2,863; (3) 28,68; (4) 0,2863; 


(5) 58,04; (6) 0,05816; (7) $ (8) 22, 


3. 查 表 求 下 列 方 根 ; 
Q) V 8.2373 (2) V 82:463 (3) V/0, 03849; 
(4) V/0,001205: (5) V/6343505 (6) 1275800; 
(1) 4/0/34 3 (8) SLST (ORATETE 
(10) $ 23400 ; (11) 40.00328; (12) 2/0.05674. 


9. 利 用 开平 方 的 方法 ， 求 下 列 各 数 的 算术 平方 根 : 


(1) 3969; (2) 279541; (3) 6,45163 
(4) 538,24; (5) 8, 
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1 计算? 
(1) 10—854- 2 — 154-100; 
(2) —7.8*2.3x (— 8)—(—-6,9) 20,23; 
()2-21915s-sixs-ab 
(4).8x(-1)*4(3x2?)-4- 7; 
(5) iss x(- £e. E 8 xfc- 2y-(-454 2) 
(6) 3,81((—0,015)x 21— (0,4)? x 8,5; 
(€) cay-(-si)- Cnt tes 
o (s F) -Cept Dio n 2. 
气象 台 测 得 7 天 内 每 天 的 最 高 气温 分 别 是 +2.5°C，1°C,0°C， 一 2°C, -2,9?C, 
一 1%C， 一 9.5%C， 求 这 7 天 的 平均 最 高 气温 ， 
3 .图 纸 上 标 注 轴 的 直径 为 50 总 : 拓 ， 癌 加 工 后 的 直径 在 什么 范围 内 才 是 合格 品 * IMA 
成 三 根 轴 ， 测 得 直径 凡 寸 分 别 为: 50.12; 49,98; 50.18 . 问 这 三 根 轴 是 否 合格 ? 
4. 泰 山 一 25 拖 拉 机 的 HEFT ME dos (LAANE) AOS 99 , 求 连 村 
员 与 连 杆 轴 径 配合 时 的 间 院 . 


SERR: 
(1) (32,41)? - (—57,82)?; (2) (14,2)? (—42,52)55 
(3) v $2700 FN/ 13400 3 (4) v/0.0034 - 4/—9. 00451. 
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POE 代数 式 
第 一 和 ”代数 式 的 概念 


一 、 用 字母 表示 数 
毛 主 席 教导 我 们 : “就 人 类 认识 运动 的 秩序 说 来 ， 总 是 由 认识 个 别 的 和 特殊 的 事物 ， 
逐步 地 扩大 到 认识 一 般 的 事物 ，。” 
我 们 知道 ; 长 方形 的 而 积 等 于 长 乘 宽 ， 即 
长 方形 的 面积 = 长 x 宽 . 
例如 ， 长 方形 的 长 是 10 厘 米 ， 宽 是 5 厘米 ， 那 么 它 的 面积 是 
10x 5-50 CI EGK) . 
又 如 , 另 一 个 长 方形 的 长 是 6 厘米 , 宽 是 4 厘米 ， 那 么 它 的 面积 是 
6x4=24《 平 方 厘米 ) . 
如 果 我 们 用 字母 -4 表示 长 方形 的 面积 ， 用 4 利 8 分 别 表示 它们 的 长 和 宽 ， 那 么 
A-axb 
在 这 里 ， 字 母 < 可 以 取 10 属 米 、6 厘米 等 ; 字母 5 可 以 取 5 厘米 、4 性 米 等 . 
由 屁 可 以 看 出 ， 用 数字 表示 的 式 半 ， 只 能 表示 具体 的 个 别 的 数量 关系 ;而 胃 字 母 表 
示 数 ， 列 出 的 式 子 ， 就 可 以 表示 一 般 的 数量 关系 .这 就 为 我 们 解决 实际 问题 带 来 很 大 方 
便 .用 字母 表示 数 时 ， 乘 导 常 用 *” -“ 来 代替 或 省 略 不 写 .例如 4 x 1 可 以 写成 <. 或 4b， 
同样 ， 如 果 用 a 表示 正方 形 的 边 长 ，4 表 示 正 方形 的 而 积 ， 那 么 
CE 一 2 
如 果 用 & 表 示 正 方 体 的 校长 ，F『 表 示 正 方 体 的 体积 ， 那 么 
CEU ETIR 
如 果 用 2 和 7 分 别 表示 三 角形 的 底 边 长 和 高 ，4 表 示 三 角形 的 面积 ， 那 么 
4- iu. 
二 、 代 数 式 
fk EX BIB. ab, at, en, 1 让 等 都 是 用 运 筑 符号 把 字母 与 字母 或 者 字母 与 数字 
Xóm AC. 于是 我 们 给 出 : 


等 都 是 代数 式 ， 


用 数 利 代 容 代数 式 的 字母 ， 计算 折 得 的 结果 叫做 代数 式 的 值 ， 
例 1 求 下 列 代数 式 的 值 : 
(1) del Mp. 56s 10, he 6 时 ; 
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(2) 在 az-(x- 3 jt, Mam 4，x- 5 时 。 
解 : 0) Jeret 10x 6 -30; 


(2) ax—(x— 3)2=4xX5-(5—-3)=20- 4=16. 

例 2 车床 照明 灯 常 采用 36 伏 竺 的 安全 工作 电压 ， 已 知 灯 毕 电 阻 为 23 欧姆 ， 求 通过 
灯丝 的 电流 是 多 少 安培 ? 

解 :根据 了 欧姆 定律 ， 电 压 U， 电 阻 R 与 虹 流 1 的 关系 为: 
U 
E 
ER- 33 欧 姆 ，17 = 36 伏 特 代入 上 式 ， 得 

1-35--1.09 (安培 ) . 


答 ; 灯丝 通过 的 电流 是 1.09 安 培 .。 

AI ERREICHEN, WER HERD = 63 毫 米 , 铣 刀 每 分 钟 的 转 数 是 190 
转 ， 求 切 前 速度 《 即 单位 时 间 内 刀具 切 前 为 在 工件 的 加 工 天 面 所 通过 的 路 程 》。 

解 : 我 们 知道 ， 铣 刀 转 一 转 ， 铣 刀 的 切削 刃 在 工件 的 加 工 表面 通过 的 路 程 为 rz 到 . 如 
RANGS, IREN ETT EE BRE 4) bb Dee, Bi ELI E RE Y-sDu, 


TRA" EAORISICEDISALDURAOR. REVENE TER oe 


1. 


TD 
1000 " 


把 DD- 63 毫米 ，%=190 转 /分 ， 0 3,1 MNA Ek. f 


Vo 3.4X63x190 -37.6《〔 米 /分 ) 。 


答 ; 所 求 切削 速度 为 37.6 米 /分 . 

CE) EPRMRREMIN WAERM 算 公式 与 铣床 一 样 ， 仁 忆 和 ?# 所 表示 的 意义 不 同 ， 
EE. 了 表示 工作 的 直径 《毫米 ) ，n 表 共 工 件 每 分 钟 的 转 数 《 转 /分 )， 

ARE. 呈 安 示 销 头 的 直径 ORDEO OR AURA RIMIS ERE GHA). 


三 、 代 数 式 的 分 类 

按照 字母 在 代数 式 中 的 不 同情 况 ， 分 类 如 下 : 

字母 不 在 根 导 内 的 代数 式 叫做 有 再 或 ; 根 号 内 含有 字母 的 代数 式 叫 MERR (或 
根 式 ). 

Ma: zab $t, pas, stesse 6， T, PET Tg no v soy 
BRRR. 

Isle BH Pla ao: 分 母 中 含有 字母 的 代数 式 叫做 分 式 ， 


piam: zab, -E 


atpac à t Sato ERRER Mpo OS FEER. 


不 含 加 减 运算 的 整 式 叫做 单项 式 ; 含有 加 减 运算 的 整 式 叫做 多 项 式 。 
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例如 : 2c8 ,十 妇 等 都 是 单项 式 ， 而 2 4- 3. att sat 6 等 都 是 多 项 式 . 
在 单项 式 中 ， 数 字 因 数 叫做 字母 因数 的 系数 ， 简 称 系数 ,例如 在 268 中 ，2 是 abhi 
RAG 在 x? 中， 小- 是 “的 系数 ， 通 常 系 数 “1” 省 路 不 写 ， 如 LR fes 1y 只 写 xv. 
多 项 式 中 的 各 个 单项 式 叫做 多 项 式 的 项 。 多 项 式 有 此 顶 电 做 儿 项 式 ,例如 ;4 3 
是 二 项 式 ; x? 十 534 十 6 是 三 项 式 . 
习 题 
1. 用 代数 式 表示 : 
(1) 4 的 2 售 与 5 的 5 售 的 和 ; 
(2) 4 与 5 的 和 的 平方 ; 
(3) 4 与 5 的 其 的 平方 ; 
(4) 4 的 平方 与 5 的 平方 之 差 ; 


(8) 比 x 的 5 售 少 7 的 数 . 
2. 如 果 用 4 表示 贺 的 面积 ，C 表 示 圆 的 周 长 ， 丸 表示 圆 的 半径 ， 试 用 代数 式 表示 圆 的 


面积 公式 及 回 的 周 长 公 式 。 
3. 设 多 和 亏 表 示 两 个 分 数 ,试用 代数 式 表示 丁 个 分 数 的 乘除 法 则 。 
4. 当 4 = 2， 了 -= 一 3， c= 4 时 ， 求 下 列 各 代数 式 的 值 : 


(1) (art b)e; (2) a?c be; 
(3) a- (6*0) (4) a* (6-6); 
(3) (a+0)(a— 6); (6) (a5) es 
(0) 2? — 5 (8) Oen ; 
(9) ZE cab- (0e (00) VETE. 
5. 当 zx= 2, y= 1 时 ， 求 下 列 各 代数 式 的 值 ; 

(1) 37—43 (2) $2-2x-1; 
(3) -—a (4) yEy 
(8) +2 ; (6) 4x*—2xy +3”. 


6. 用 长 方形 和 三 角形 面积 公式 ， 推 导出 图 中 梯形 
面积 公式 . 若 4 一 0.4 米 ， 了 3 一 0.6 米 ，h 一 0.3 米 ， 面 积 5 
是 多 少 平方 米 ? 

?. 车 一 根 直径 为 100 毫米 的 町 ， 车 床 主轴 每 分 钟 转 
315558, KWP EE. 

8. 在 钻床 上 加 工 箱 体 通 孔 时 ,使 用 直径 为 6.3 毫 米 的 
钻头 ， 若 钻头 的 转 数 为 1220 转 /分 ， 求 这 时 的 钻 训 速度 ， 
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9. 有 一 个 电器 ， 所 用 的 电压 是 ?20 伏特 ， 电 阻 是 44 欧 姆 ， 求 这 个 电器 通过 的 电流 , 

10. 一 具 条 丝 电 阻 为 120 欧 姆 的 灯泡 ， 若 通过 的 电流 是 0.3 安 培 ， 亲 灯泡 两 端的 电压 
是 多 少 ? 

11. 下 列 代数 式 中 ， 哪 些 是 有 理 式 ? 哪些 是 无 理 式 ? 


24 ae —— 
ax-i, 9, 973. vogy, vasa, Vaf Lx. 


x' xE? 
12. 下 列 代数 式 中 ， 哪 些 是 整 式 ? HERI 
3 va 34 3 1 54x 5x? 
CE gyt, T? "XA" uw! 6  yua* 


13. 下 列 代 数 式 中 ， 哪 些 是 单项 式 ? 哪些 是 多 项 式 ? 如 果 是 单项 式 ， 指 出 它 的 系数 ; 
如 果 是 多 项 式 ， 指 出 它 是 几 项 式 ， 


一 242， 2x51, a9—2x4x-1. ie, 23? 8xy + y*. 


第 二 家 ” 整 式 的 加 减法 


要 掌握 整 式 的 加 减法 ， 必 须 学 习 合并 
同类 项 和 去 括号 的 方法 
一 、 合并 同类 项 
B 一 个 没有 盖 的 长 方形 铁 盒 ， 它 
的 长 为 4， 宽 为 25， 高 为 5 (图 2 一 !)。 
求 这 个 铁 盒 的 表面 积 . 
解 : 从 图 2 一 2 中 可 以 看 出 ， 铁 盒 的 
表面 积 是 : 
ab+ 2ab 4- ab 4 2b? 20. 
上 式 中 ， 前 三 项 只 是 系数 不 同 ; 后 两 
项 完全 相同 ， 我 们 分 别 把 它们 叫 敌 同类 
LN 
一 般 地 说 ， 在 多 项 式 里 ， 如 果 有 些 项 
完全 相同 ， 或 者 只 是 系数 不 千 、 那 么 ， 这 
Hj LE E n 
Bii, EER 3 十 2Y 一 232 一 % 
一 2%y 一 34 中 ，3x2 和 -- 2x? 是 同类 项 ,2x、 
一 * 和 一 3* 也 是 同类 项 ; 而 一 2xy 没 有 同类 项 。 
由 图 2 一 2 可 以 看 出 : 
ab+2ab Hab- sab, 
2b? + 2b? =- 4b*, 
abt 24b t ab 90°- 20? — abt 4i? 
由 此 可 见 ， 在 多 项 式 里 ， 几 个 同类 项 可 以 合并 成 一 项 ， 而 合并 同类 项 的 法 则 是 : 把 
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局 类 项 的 系数 相 加 . 
A2 合并 下 列 各 式 的 界 类 项 ; 
(1) 422 十 三 一 了 % 十 2 —82* 4 625 
(2) ac — be? + 3ac? + ac x bc? — ac, 
M: 0). s-7x42-—3x'6x 
-(4—3)(- 74 6) (5 2)-—-x 15 
(2) act — bc? +3ac + ac t bc? — ac 
-(1- 3)a8-(— 1 t 195 4 (1 — 1 )ac - Aa, 
二 、 去 括号 
在 第 一 章 正 负 数 的 加 减法 中 ， 我 们 介绍 过 的 去 括号 的 法 则 对 于 整 式 也 同样 适用 ， 即 
括号 万 是 “二 ”号 时 ， 把 括号 连同 它 前 面 的 “+ ”号 去 掉 ， 插 号 内 各 项 都 不 变 ; 括号 
前 是 * 一" 号 时 ， 把 括号 连同 它 前 面 的 “一 ”号 去 掉 ， 括 号 内 各 项 都 变 号 . 
Bil 计算 ; (3a?-2ab.- 56*) 一 (一 20> 十 14ab)。 
解 : (342 +2abṢ4:5b?)- (—2b°+14ab) 
= 3a? + 20b + 5b? + 25? — 14ab er 
23a?4(2 —14)ab+( 5- 2) 《合并 同类 项 } 
—8a? —12ab--7b?, 
582 求 : (1) 3x2+ 6X+ 5a- TY 一 6 的 和 ; 
(2) a= 3 aty 259 jaa? — 1432 y Sy" BILE 
NS QO)(ax-6x-5)4(a5?— 13— 6) 
一 3X2 十 64 十 5 十 43a2 -1x— 6 — T3303 — x— 13 
(2) (233-32? y 25!) — (3a? — 1x*y 39°) 
A 332 y 239 BA TR? y RY? — —aa3 Ax y 4 S y5. 
例 5 求 图 2 一 3 中 胃 影 部 分 的 面积 . 
解 ， 从 图 2 一 3 中 可 以 看 出 ， 明 影 部 分 是 由 一 个 半圆 和 
两 个 长 方形 所 组 成 、 设 半圆 的 面积 为 31,， 一 个 长 方形 的 面积 
为 Sz， 总 面积 为 $. 


;li Lo 
s -la(i lee 
"03 ze) s 


S.- ala. la, 
^ 3 3 


S-S, 4 25, ia 2 x dat 
8 3 


lapal Le 
一 R= 
8 3 P 3 t 


s 阴影 部 分 的 面积 为 (+ 二 je， 
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AE 
3 下 列 各 多 项 式 中 哪些 是 同类 项 ? 


(1) —2x4 Lab +51 Tabs 
(2) 4x?4 1 gy axy! on! eoaxty 4 ay? 


(3) anim? + abe. nin - l abez, 


2 .合并 下 列 多 项 式 的 同类 项 : 
(1) 25x— 1 +13%— 3 —32x; 
(2) 10y* -Ay 1 — y* —áy 一 53 
(3) 1045 4. c* —3ab — 66? 5 


1 


(4) 0.355 —0,82--0,253 — 1,35 —9,24— cx + 3; 


(8) 0.1y* — 0,225 10,033? 0,225 £y; 
(0) lat ana 


3, 下 耐 去 括号 有 没有 错误 ?如果 有 错误 ， 应 当 人 怎样 改正 ? 
(1) 3? (84x E2y — 1) o X' 84x +29- 15 
(2) a?-(2a—6 c) 2? —32e-b 6; 
(3) (a> 1 )—(b=6)=44+ 1-546 
(4) (24-y)+(#- 1)-2x- y i4 1; 
(5) x?—30x— 1)-2*—2x 4 15 
(6) x?-2(x— 1)-x*—2x - 2, 
4. 化 简 下 列 各 式 : 
(1) 4x-(x- 8) 55 
(2) 2x+10 = (12—x)+ 3 - 8 (x-1); 
(3) Om. 332) -(—m-9); 
(4) 8x-(3x— (— 8 -x))s 
(5) (9xy + 2»)— (10xy -8y — 2x); 
(6) 3a— f2e (64 — (c - 05 e - (a--8b— 66)3] s 
(0) 6x- [axe (2*— (8x x5 bT- 1) 32— 81]. 
DET 
(1) 74? c 2a— b? 3a - 0^ - 2a? fn; 
(2) àaX* 584 6, x* 49x B tg — AX* 1 3x 7 的 和 3 


(3) 4a? x a*b - 5b? A a? -6ab* 一 a25 与 了 03 十 1053 的 和 ; 


(4) 34+ -cE4a 28 十 6 的 差 ; 


(5) x56z* 4 5 Foz? — sva 71938. 


6. 求 图 中 阴影 部 分 的 而 积 。 


Gne g) 


TRAR MEL ISET PE STTMBTS. TERR TERRENA, SHWA 
截面 积 的 代数 式 ， 


第 三 节 ERKE 


在 这 一 节 里 ， 先 介绍 每 的 运算 法 则 ， 然 后 再 介绍 整 式 的 乘 达 . 
一 、 者 的 运算 法 则 

1. MURA ERES 

例 1 dE ee 

解 : aasan aats asa? 


He, m, nyER RE, 


B2 计算 : (1) wrt; (2) Db. 


M: (1) xat La; 
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"y 


Pi 


(2) bibo. fot o, 
注意 : 当 招数 相 加 时 ， 不 能 漏 掉 8 的 指数 1 。 
2. 同 底数 舌 的 除法 

B5 计算 : Pa 


ECTS 

例 5 i (Qe) 

Eo (a4 aaa aS 
(COE 

Wi. Sim, nMGESEXERI. 

— … 瑟 

MERRY, KETE. MUMK. 

例 6 计算 : C1) (05 (2) O09*. 

解 : G)Qy-xs 
(2) (9)! e ym c ymo, 

A. BORY 

例 7 i) (ab, 

解 : (ab)! —ab.-ab—aa-bb --a*b*; 
(ab)? — ab-ab -ab .-aaa- bbb=a3b, 


AER mA ERY, 


一 般 地 


-a° 


DRMERSTEK MA, 

例 8 计算 CD) (ES (2) (mab), 

解 : Q) GPby - (hys Qn sant 
(2) Cab c Co 1 Puedo ahy, 


ay? a a a? 
G) Eo 
一 般 地 说 ， 当 ?为 正 整数 时 ， 


(全 =i 0*0) | 


BEHORICSIYOUMUN. 
So 计算 : (1) CD 


解 : 


evo et 
o») ecc 


例 11 求 下 列 各 式 的 其 : 
(1) 109105; (2) Q0»; (3) (400%, 
解 : (1) 10-10?—10 105- 100000; 


(2) (10) = 105-- 1000000; 

(8) (400) =( 4 x107)? «4? x 10* — 64000000 , 
二 、 整 式 的 乘法 
1, 音 项 式 乘 以 单项 式 


根据 等 的 运算 法 则 ， 我 们 可 以 进行 单项 式 相 乘 的 运算 。 

例 1 计算 : (Garp (5a), 

E: (Bax). (58°35) (8 x 5 )e(a-a3)-(x«x) — 15a?x*. 

BETI HSENDXGEDLNONDA. BrURRGOBUSAUE- TURONGX, HERREN S: 
FS GECHOHUE. IHJRGEO RRdHGE. Ts DC DEDSUAH GE. 


B2 计算 : 0) Cana jy. Ne Taby); 
(2) (2 xy 5 AY) (eyi), 
解 : 00) (AC Taby) Ca x C7 23a (oD)( y? v) ~ — 23a y3; 
o (is x) (—5a233)-Cox?y:3)h = "(E ayx- Ba? y?) 36x yt) 
:G x(=5)x a6 Kaata rettet — A03 ys 
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2. 单 项 式 乘 以 多 项 式 
我 们 知道 ， 数 的 乘法 满足 分 配 律 : 
ma -b—c)- mad mb tmc, 


durs EUN, 0+0 5 看 成 是 多 项 式 ， 那 么 就 得 到 下 面 的 法 则 ; 


XY? 8x—1); 
(2) Bada t+ 3a?c + abe), 
B: (0) 44(2x3 -33— 1)= Ax* 2x? + Ax-8x + A5 (— 1) - 8x9 + 12x? — Ax$ 


(2) i a?b (2b +3626- abe) -i a?b. zab ^ -ažt3a?c + ast ate 
-8354 3 atio i iaso, 


3, 多 项 式 乘 以 多 项 式 

例 4 HH: (meri(a 9). 

WE (m+n) EGRE ACÓOSGN, NORDOSGRREDUESUUIERERI, 4 
(mien)(a ib) Cmqm)a (m ()5, 

TÉBZRPEOSGUGRPUE HRAN. 4 
(m+n)ja+(m+njb=ma+nad+mb+nb, 


{m+n) ( )-ma-rna-- mb nb, 


HETA: ERRULE, MEH RESGUMANUPSDXULS -ALARH 


例 5 计算 ; CO Qué S) 5); 
(2) (cg(z- B). 
E: (1) Cxi 3) (1x 5) 2zAx 43:4x 2x-(—5 5)+ 3 x(— 5) 
一 BY2 十 12Y 10%- 15—8x?-E2x- 15; 
(2) (x—a)(x—b)-x?—ax— bx -ab— x? -(a--b)xc ab, 
E. RAAR 
应 用 多 项 式 乘 法 的 法 则 ， 可 以 推导 出 下 面 三 个 常用 的 乘法 公式 : 
1. 平 方差 公式 
例 1 计算 : tba- 9). 
E: (&4b)(a-b)--a* al - ab- b? ca? —b?, 
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例 2 利用 平方 差 公 式 计算 ; 
{1) (4 32(85- 3): (2) C24 - 1 (24 1s 
(3) (3a -20)(34-- 2b); (4) C- &in n2) 5m — n), 
解 : (1) (x+ 83 a= 3 )=r -3 =s 93 


(2) (2x+ 1 X21- 1) «C 
(3) (sa- 26) (3a + 2b) = (3a) — (207 = 
(4) (5m — Y 5u -1 (Sm 4 ww 5m- mn?) 
= (5m)? —(n*y1- —C25m? -n* n!—25m? , 
2 .两 数 和 与 两 数 差 的 平方 公式 


Bis 计算 ; (1) (a+b; (2) (a—5Yy. 
解 : 0)CacB)Y?*-(a-—b)(a 6) -a? ab ab-- I? —a? 26b 4 b; 
(2) (a-b)? :s(a—b)(a-- b) ca? —ab—ab-- 1? a? —2ab +b, 
HiB: PORGLGNDNGR UTOR (HRAETHAR) . MRTATRMAE: 


-att abt | 
| 


(a=b) 


例 4 利用 完全 平方 公式 计算 ; 
(1) (3x75vY:1 (2) (—m4 nt) 


{1) (2355 31) 
(33 (om tna): (sn 


(3) (20-3 2). 


- Sx) + (Gy? 
ra> m(n?) (un? 


解 : 


Os? - 30 y-t 25y*: 


=m? — 2n? ERIS 


ay foa Lpy on sorogdl 1 pal Ep Y 2 tapa ly 
G (se- $6 - Gay -3G0(1 6) ($0) eae pube Ev 
d 题 


(2) a*s 


) (ens 


(6) b -55 
(8) (323) 
(9) (abx; oo (GR. 
2.18 
0) ("2s (2) itas 
(3) Gy (4) GP 
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e) e i$). 
3. 求 下 列 各 式 的 村: 


Q) Cons o4 
(3) CC 19255 (0) (2 19)55 
(5) Co 4 2) e (c3. 
4. 下 而 的 计算 和 没有 错误 ?如 采 有 错误 ， gi 样 改正 ? 
(1) Go» (2) stats 


(3) x*-x*— x*; (4) mo 
(5) (abx) = abx; (6) (6x)? = 124293, 
5, 计 算 ; 
Q) (68%)(—39); (2) (323%2)(— 5abx); 
(9) (pei or) (4) (a4*b*2)(— 4a*be* )( - 5*0) 


(3) cani y My). 


6.181: 
Q) 一 2z(22 一 4 二 1) (2) (2ab +30°)(4.a); 
(3) Sab( Fab aba) (4) (~ 60x?) (3 — ax—2)s 
(5) Axyz(Sxy*z— Tx y*z p OX y tr?) 
了 .计算 : 
{1) (a+ 3 (a- 4); (2) (3x4 1)(x— 2); 
(3) (24 8)(85 9 ); (4) (a b)( -2x-3y); 
e) (3 x) exi (6) Grety)(6s-89)5 
(1) (s? y — uy? )(y 182); (8) (x- 2 (3 — 285—155; 


(9) 2235 49 — (4-E 1)(3? 1); (10) (6x? ~ 12x18) ( ^x? - pe D 


8, 计算: 


(1) (2y +3)(2y +3); (C (E -29) (et2y y 
© Gre) 1s (4) (x-23)(-3—2325 
(5) d * ea) (6) PE 

C) (m? 5 c) (2x19 y, 


(9) (u? -vt)*; (10) (ab? 4 aa y)?; 


(11) Gey-z x-»e2). 
a .证 明 下 列 乘 法 公式 : 

(1) Cac bY(a* — ab+ b? 

(2) (a-b)Y( a4 abi b®)= 

(3) Cabo cy! =a" c b? E c 2ab 4 2ac 4 206; 

(4) Ca +b)’ =a 4 3a?b-E 3ab? hs 

(5) (a — b): =a" =~ aab + 30b? — V? 


10,1785: 
G) Gx-8Y: (2) (iocos) ; 
(3) (2a 3)(447—64 1 9)1 (4) Cax—4y)(93^ - 12xy +1677); 
(5) (2x4:3y —2Y55 (6) (a?-E b?)(a* — ab? bt), 
11. 利 用 乘法 公式 汗 算 : 
{3) 91x89; (2) 98x102. 


第 四 节 因 式 分 解 


从 上 一 节 多 项 式 的 乘法 中 ， 我 们 看 到 儿 全 多 项 式 相 乘 其 结果 还 是 一 个 多 项 式 . 但 
是 ， 在 学 习 分 式 化 简 和 解 代数 方程 时 ， 还 常常 需要 把 一 个 多 项 式 分 解 成 几 个 因 式 乘积 的 
形式 . 
把 一 个 多 项 式 分 解 成 几 个 因 式 乘积 的 形式 叫做 多 项 式 的 因 式 分 解 . 
下 面 介绍 几 种 常用 的 因 式 分 解 的 方法 . 
一 、 提 取 公 因 式 法 
由 乘法 分 配 律 得 : mae b ee) ma c mb-e me, BR, f8 
mia mb e me - m(ad bá c). 
这 里 六 叫做 多 项 式 ma mb mc HRS 2S BUS. X E TELE ARS RT ULIS: 如 果 一 个 
多 项 式 种 项 都 含有 相同 的 办 式 ， 就 可 以 把 这 个 因 式 〔 公 因 式 ) 提 到 括号 外 边 ， 作 为 整个 
式 子 的 一 个 因 式 ， 这 个 方法 叫做 提取 公办 式 法 . 
例 把 下 列 各 式 分 解 因 式 : 
Q3 bx— by; (2) —160° ~ 403 (3) 4x2 中 10x2 一 27。 
f. (1) 8 一 8 一 BY 一 3 
(2) —16a* —4a3.- — Aa?(4-- a); 
注意 ;' 如 果 多 项 式 第 -项 系数 为 负数 ， 一 般 把 “一 ”号 也 提 到 插 导 外 边 ， 这 时 括号 内 
各 项 都 要 变 号 ， 
(3) 4x? -4 1032 — 2x - 2x(23? E 53 — 1). 
二 、 分 组 提取 公 因 式 法 
岂 多 项 式 的 乘法 得 : 
(me n)(xy)--(men)s- Tin) y= Ty fy, 
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反 过 来 ， 得 
HX ARX any Gnd n) d Qn En)y — (n e n)( x y). 
从 这 个 等 式 中 ， 我 们 可 以 看 出 : 把 一 个 多 项 式 分 解 因 式 ， 有 时 可 以 先 把 它 的 各 项 适当 地 
分 组 ， 分 组 的 目的 是 使 每 一 组 都 能 提取 公 因 式 ， 并 且 在 各 组 提出 公 因 式 后 ， 每 一 组 的 另 
一 个 因 式 是 相 朵 的 ， 然 后 再 把 这 个 公 困 式 提出 .这 种 方法 叫做 分 组 提取 公 因 式 法 . 
例 1 把 下 烈 各 式 分 解 因 式 : 
(1) ax(m-n)—m-nj (2) m? mn — 5m —5n, 
解 : (2) 4x(m—1)— mcn -Ax(m -n)—(m- 1) (Gn—n)(ax—- 1); 
(2) n? cin —5m — 5n — (n? 4 im )— (5m 8n) 
-—mm(manu)—-s(mdamz)-(mana)mn- 5). 
例 2  iBaax—A4by—aay - 3b52 REC. 
解 : 3ax-aby-áaay-tabx 2 (3x 36x) — (4ay - Aby) 
—3A(a rb) —4y(a cb) S (a b)(3x — Ay), 

思考 一 下 本 题 还 可 以 怎样 分 组 分 解 因 式 ? 

三 、 公 式 法 

把 已 党 过 的 乘法 公式 反 过 来 用 ， 便 得 到 下 面 二 个 因 式 分 解 的 公式 : 
?-(arb)(a—b); 

arabo d? (a+b; 
a!-?:0b £D? (ahy. 
例 1 把 下 列 各 式 分 解 风 发: 
(1) x-235; (2) a*—16, 

fg: O) x5 -25-3?—8*-(x  8)(— 5); 

(2) a*- 16 (4°) à? = (eo 4 ) (3 AX(a t 2 )(a— 2). 

例 2 ”抽水 山水 答 接 马 处 的 圆 环 如 图 2 一 4 ， 内 于 
fr = 7 原 米 ， 外 举 答 玉 = 8 MK. RAIH RS (rR 
3.14) . 

解 : SoaR:-sü-a(P8-Ó8)ea(Rer)(R-r) 

把 + -7 厘米， 全 = 8 厘米 ,代入 上 式 ， 得 

$-83,14(8  1)(8 — 7 )-47 .A(RCOK), 

答 : 抽水 机 水 管 接 口 处 的 圆 环 面积 为 47 .1 平方 厘米 

BIS 把 下 列 各 式 分 解 因 式 : 

(1) 446249; (2) &?^-2ab +b" —c; (3) 44-84? 2-16, 

解 : (1) a+64 9 —2—2:3-a13 (a 8355 

(2) aè- 2ab+b?— c? = (a° —2ab-- )— e? 
=- (a=b)? = (a—btc)(a-b—c); 
(3) x> 8a? £16 (32)? - 2-442 p 9 a g y 
=le 2 Ax- 2) = Go 2 Ó(- 2 X. 
例 4 du2ax—4axyd260y'2HE EAS 


图 2 一 4 
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MES  2ax?—4axy+ gay? -2a(x7 — 2xy - y?) - 2a(x y), 
* 四 、 十 字 相 乘法 
在 多 项 式 2x? 11x+15 中 ，2x*、11x 和 15 分 别 叫做 二 次 项 、 一 次 项 和 常数 项 ， 象 这 
样 的 多 项 式 叫 做 R. 
下 面 介绍 二 次 三 项 式 的 因 式 分 甫 法 . 
我 们 分 别 对 二 次 项 系数 等 于 1 和 不 等 于 1 两 种 情况 加 以 讨论 。 
1. 二 次 项 系数 等 于 1 
HERAN REDE: 
Gta) eye xt (e oun, Epe, AEA. 
反 过 来 ， 得 


EPH (e be x dee m (bem e). 


项 式 STE Ce ee cues 分 解 因 式 ， 只 要 把 二 次 项 系数 工分 

成 两 个 因数 1 与 1， 常 数 项 cies 分 戒 两 个 因数 cr 与 c， HRE ya cz 
它们 交叉 站 姜 所 得 之 积 的 和 ote 恰好 等 于 一 次 项 的 系数 ， CEA 
JI. RARAN H (Hea) EE ee 就 可 以 分 解 为 

Geor). 


从 这 个 等 式 可 以 看 出 ， 要 把 一 次 项 系数 等 于 1 的 二 次 三 1 e 
Xx 


这 种 分 解 二 次 三 项 式 的 方法 叫做 十 字 棚 乘法， MA 
例 1 把 了 列 各 式 分 解 内 式 : AN 
(1) x-5x E61 (2) và -2x - 25, » : 


解 : (1) 本题 中 的 常数 项 6 ， 所 能 取 的 两 个 办 数 有 好几 TS 
对 ， 如 1 与 6; 253;-15-6; -2 与 ~ 3, 但 是 其 中 
只 有 2 与 3 它们 交叉 和 粗 习 所 得 之 积 的 和 2 + 3 = 5 ， 和 恰好 是 1 A 
一 次 项 x 的 系数 ， 因 此 NZ 

a+ 5x 6 —(zt2)(x4 8). ES] i Na 
上 面 解 题 过 程 中 的 分 析 部 分 一 般 术 写 . TFI 
(2) à*—2x—24-Qi E 4 )(5— 6). 
2 ,二 次 项 系数 不 等 于 1 
出 多 项 式 的 乘法 知道 
Ca x b e ax t Cg) assu? (aves + Gd)x eee, 反 过 来 ， 得 
On (sx He) MEHR, oves ,0s 为 常数 ， 
项 式 Gia. (Arig 


441053? + (6,65 d50, ) F 4, 


从 这 个 等 式 可 以 看 出 ， 要 把 一 次 


上 escDx 二 ac 分 解困 式 ， 只 要 把 一 次 项 的 系数 as 分 成 两 个 * e 
因数 与 中 ， 常 数 项 cies 分 成 两 个 因数 ,与 oo， 并且 使 它们 交 >< 
又 相 乘 所 得 之 职 的 和 a tat, BIST URRAS X) 5 e 


aC taC, 


AR. XCTILNCEXHBXa ex 
Ar Cose aX s). 
例 2 把 下 列 各 式 分 解 因 式 : 
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二 《4c 十 do01)% 十 Cc 就 可以 


(1) 2x* bx +15; (2) 6x?—1x—20. 
解 : (1) 2xž+1la +15 (2) 6x2 一 了 光一 20 
-(s43 ES) =(2x— 5)(8x- 4). 


1 3 
X » 


2x4t8XxC5)-7 


JXb542x371l 


z RH 
1. 把 下 列 各 式 分 解 因 式 ; 
(1) ex—cy-t ea; (2) 4ux- Avx — Away 
(3) —16a* — 323? — 16275 (4) —15xy* Fi0x?y— 5x ys 
(5) 14abx —Bab?x Y 2415 (6) —1ab — 14a» Y 49aby; 
(2) 40m —25mn? + 5m°73 (8) e(x y) b(x - y) elx y)5 


(9) (atb)ux-») - (a- (y - x) 
(10) x(&—b c)9 x(a- bc) -(a—b-F e). 


2. 把 下 列 各 式 分 解 因 式 : 
(1) 84—8b-F ax — bx; (2) —axtaycbx—by; 
(3) Sax 66y —5ay—6bx; (4) 4? -3y — Axy — 8x5 
(5) mE m? m-E 15 (6) 4xy xi F Ay 1 435 
(1) 和 一 各 一 ME 一 (8) ax—bx—ay by; 
(9) 和 一 她 十 和 一 了 00) Syro hatti yas 1. 
3. 把 下 列 各 式 分 解 贺 式 : 
Q) EE (2) 9a4?b* — 64; 
(3) (2x4 8 (x4 1)55 (4) G2 r9 ty 
(5) 25m? — (4m-- 3ny'; (6) 8er ds 
(7) 816 - yt (8) 49—100. 
4. 计 算 : 
(1) 357—155; (2) 99?— 987; 
a. TR j 152 
(3) 758! — 258; (4) (a6) - (8675) . 
5. 把 下 列 各 式 分 解 因 式 : 
(1) x 4x As (2) à —1023425; 
(3) 16x*- 24x - 9; (4) 3623— 4x95 
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(5) 各 一 二 证 (6) 25%2 +10%+ 13 


(7) 404 一 803 十 4023 (8) 2a?x? + 4abx y - 20? y*; 
(9) x* — 4x* y t Ay; (10) sys Say Py, 
6 FIBRE Eb = (atb) (a Fab Hi), gRURPUGOMEB 
(1) tg; (2) 8:9 —1; 
《3) y25 (4) imi -2u 
(8) 64c— 85 (6) y +y (x+y). 
7, 用 十 字 相 乘 法 ， 把 下 列 各 式 分 解 因 式 : 
Q) V T5912; (2) 39—1x- 12; 
(3) $5 -10z—24; (4) $9 6x8; 
(5) 2%? |- 13%-H 153 (6) 332-5854 23 


(1) 125'—14x— 61 
(8) 43? -F6x-- 2., 
8. 镀 锌 时 需要 计算 如 图 所 示 垫 圈 的 总 表面 5| 
积 ， 试 证 明 总 表面 积 : 
S-3ag(R r)(R-v ck). 
9. 如 图 所 坟 ， 一 段 空心 圆 柱 形 钢管 的 外 答 
A D, MOSS, KH. 
《1) 试 证 明 此 钢管 体积 : 
Vemsib(D—b), 
(2) WRD -3,SHOK, b-0,5 OK, 
l- LK. RERE KR Cg] 
1H). 
(3) 如 果 钢 的 比重 是 .8 3E/ OR? , R 
此 锅 管 的 重量 玉 ( 精 确 到 1 公斤 ) 。 
10. 万 吨 水 还 机 的 风 根 空心 钢 立 柱 的 高 为 
18 米 ， 外 径 为 1 米 ， 内 径 为 0.4 米 ， 求 它 的 重 


量 (精确 到 ! 吨 ， 铀 的 比重 是 7.8 训 /厘米 ?) 。 《第 9 题 ) 
ZLU X 
在 第 一 节 星 ， 我 们 已 经 知道 ， 分母 中 合 有 字母 的 代数 式 叫做 分 式 . 例如 也 ， 信 3 


等 都 是 分 式 ， 
RE: 分 式 中 的 分 革 不 能 等 于 零 ， 如 在 训 中 ，x3e0; A ab, orco 如 果 分 


式 的 分 母 是 零 ， 这 时 分 式 没有 意义 .今后 我 们 都 假设 分 式 的 分 母 不 为 零 。 
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一 、 分 式 的 性 质 
1. 分 式 的 基本 性 质 
我 们 知道 ， 分 数 是 分 式 的 特殊 情况 ， 因 此 ， 由 分 数 的 性 质 可 以 得 出 分 式 的 性 质 。 
BASIISAOSEGR (RAR) 上 一 个 不 为 零 的 代数 式 ， 分 式 的 值 不 变 。 分 式 的 
这 个 基本 性 质 用 式 子 表示 就 是 ; 


ao am. a arm 
d^ bm $ bem’ 
其 中 mx 是 不 等 于 零 的 代数 式 。 
利用 这 个 许 质 ， 就 可 以 在 不 改变 分 式 值 的 条 件 下 ， 根 据 需 要 变换 分 式 的 形式 ， 例 如 
jx ex o, 
P Ta ax? 


2. 约 分 和 通 分 
根据 分 式 的 基本 竹 质 ， 可 以 把 分 子 、 分 母 的 公 因 式 约 去 ， 将 分 式 化 为 简单 的 形式 ， 
把 一 个 分 式 的 分 子 和 分 母 的 公 因 式 约 去 叫做 约 分 . 
BI £52: 
(1) 2 (2) SED; qq Lt 


B: (1) L-9- a 


(2 bab? _ 24.34 3a, 
MESZ 2a?b*.2bc 2bc 
(3) sb o 95 i 


4 b—ab ab(a—b) a-b“ 


根据 分 式 的 基本 性 质 ， 把 分 母 不 同 的 分 式 化 为 分 母 相同 的 分 式 ， 这 种 做 法 叫做 分 式 
Ini. 


H2 iB 
a b e. 212b a+b 
OE ZE zat (2) 


E ao 
解 : 《1》 三 个 分 式 的 分 母 分 别 是 区 、34* 和 4ab。 因 为 2 3, AAEE 2, 
e REESE Ra ,5 的 最 高 次 短 是 6， 所 以 它们 的 公分 二 是 124*b, 通 分 得 : 


2b 20.603 12gb” 

b _ bab 4b? 
38?  sa4-4b ^ i12a?b" 
Id C30 3ac 


deb  asbesa T i28 C 
(2) BAARD Ea- 30 (a--5)*, Aa- — (a c )(a — 0), 
所 以 它们 的 公分 母 是 (4+D)K4-b)2。 通 分 得 : 
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LIP (a r2b)(a—b) . 4€ rab —2b* a 
人 一 有 《一 《一 区 (atd)(a-b)” 


a+b {(a+b)X(a+b) _  aè+2ab+b? 


Ya—5y  (a-b)(aib) 《2 二 DZ 


二 、 分 式 的 四 则 运算 

1. 分 式 的 加 减法 

分 式 的 加 减法 与 分 数 一 样 ， 就 是 : 
异 分 母 的 分 或 相 加 减 ， 先 通 分 后 加 减 。 


同 分 母 的 分 式 相 加 减 ， 分 母 不 变 ， 分 子 相 加 减 ;、 


例 1 
B 49b a—3b_ a 9b: (a—sb)_a+9b-a+3b_ 120 4 
. 3ab Bab 3ab 3ab aab at 
: 5 2 E 
9/2 计算 : ono up nap 
E: 5 2 , 83 _ lb X 8ac ., 105c —8«c 4 9ab 
” o€b 3a gabo i266 —— )zaU76 i 124?b?c . 


例 5 计算 : —— ic ue 


1 1 
Be aai T ie T 
- x2 m EU 
(xi2)x—2Y (x42)(x—2) 


= 2x 
MENCETYCEP AN 


2 .分 式 的 乘除 法 
分 式 的 乘除 法 与 分 数 的 乘除 法 一 样 ， 就 是 : PARAR, 分 子 的 积 做 分 了 ， 分 母 的 


积 合 分 母 ; 两 分 式 相 除 ， 先 把 除 式 的 分 -和 分 母 其 人 鲁 ， 再 和 被 除数 相 乘 . 用 式 子 表示 
就 是 : 


4.5 0. a.s a dad 
bd W' b d c be 

B 3x 10ab 

例 4 计算 ; Ga qa] 


f 3x igab  3x.10ab — 6b 
t 5a TX Sata? — x 


> x-5 x- 
例 5 计算 : -Gya -s 
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3x3 x?7:5 (3-3) —25) 


-Lamat ET) 23-3. 
~ (Qe3)x-8)(4—5) #+5' 


例 8 

(etB)(a—b)_a-b 
ud E E 
E VEM 


分 式 的 分 子 和 分 母 中 如 时 含有 分 式 ， 这 料 的 分 式 叫做 繁 分 式 ， 例 如 ; 


M 
p: 


39 


(8) ,人 


3 二 6 9 


i 
(19) cz GS (ao au? = 


4 计算 : 


2ab . 
a) Axy 


1 
m*-bmc6 7 


O) — 


一 、 二 次 根 式 


在 第 一 节 里 ， 已 经 介绍 过 根 式 《 即 无 理 式 ) 的 酸 念 。 这里， 我们 把 平方 根 内 含有 字 
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GHURGCADMI NOR ELRO Mm variat, VÄH HR 


Ab 2V3, 3V 5 PARETE. 
由 于 负数 的 平方 根 没有 意义 ， 所 以 在 二 次 根 式 中 ， 我 们 规定 ， 根 号 肉 的 所 有 字 苹 部 
表示 正 数 ,此 外 ， 所 有 有 含 字母 次 恨 式 都 表示 算术 平方 根 . 


V4 =V 16-4. 
一 般 地 有 ， 
二 、 二 次 根 式 的 化 简 
下 面 我 们 介绍 化 简 二 次 根 式 的 方法 。 
1. 把 根 号 内 的 因 式 移 到 根 号 外 面 
VoVax9-V36-6i:V 4 XV9=2x3=6, 
Va4xg-ci^d xw 9. 
一 般 地 有 ， 


LE Vau Va vT] 


TEP RRM C UCHUACHCT RENAR CHE UE RR. 


根据 这 个 结论 可 得 : Vb — Vo V 0 = my b. 
即 ， 如 果 被 开 方 数 中 有 的 因 式 能 开 得 尽 ， 那 么 ， 这 个 因 式 就 用 它 的 算术 根来 代替 ， 移 到 
根 号 的 外 面 . 
例 1 化 简 下 列 很 式 : 
Q) v125; (2) Ve, 
解 : (Dvas-Vsxs-5Y $5 
(2) V/oa*b* 
24h 2 Rp RSS CREER EU) 


A 


A va 
9 v9’ 


一 般 地 ， 当 bo 时 有 


就 是 说 ， 分 式 的 二 次 根 式 等 于 分 子 的 一 次 根 式 除 以 分 母 的 二 次 根 式 。 


4t 


根 锯 这 个 结论 可 得 。 yiee, 
即 ， 如 果 被 开 方 名 症 一 个 分 母 开 得 尽 的 分 式 ， 那 么 ， 分 母 可 用 它 的 算术 平方 根来 代替 ， 
移 到 根 号 的 外 面 . 如 果 分 母 开 不 尽 ， 我 们 可 以 用 进 当 的 代数 式 同 张 分 子 和 分 母 ,使 分 母 开 
得 尽 并 且 用 它 的 算术 根来 代 狂 ， 移 到 根 导 外 而 。 

把 分 母 的 根 号 化 去 ， 叫 做 冯 分 母 有 理化 . 

82 ”把 下 列 各 式 的 分 母 有 音 化 ; 


Q ys Ob 


例 5 把 下 列 各 式 的 分 母 有 理化 ; 


了 H 2* 一 --- 
O0 Lg (2 VIETY 


. 4 4(v58—1)  .4(Y8—-12 /oe_ |). 
8h ÁO yi Et  $- Ys-i 


(2) = YxtYy .VxctYY 
ey; Cay XY y) -» 7 


3, 景 简 根 式 
MA 化 简 下 列 二 次 根 式 : 
OG) V az; 


4: (1) V Bah = V'15a- 8b - $a V/abi 


Q eyg- eyii - hys, 


化 简 以 后 得 到 的 二 次 很 式 saV 3ER ÈV aat A Is 分 母 不 含 根 号 , FERFI 
数 中 的 每 个 央 式 的 指数 都 小 于 2 .我 们 把 符合 这 两 个 条 件 的 根 式 叫做 最 篇 根 式 . 

在 进行 二 次 根 式 运算 时 ， 所 得 的 结果 都 要 化 成 最 简 根 式 .其 步骤 是 ， 先 把 先 把 分 母 有 理 
化 ， 再 使 被 开 方 数 中 的 每 个 因 式 的 指数 都 小 于 2。 


例 5 wm: VIS, 
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f Tse - feb cV CPP = i vasafrsab - S v sab. 


三 、 二 次 根 式 的 四 则 运算 

1. 二 次 根 式 的 加 减法 

被 开 方 数 和 根 指数 都 相同 的 根 式 叫做 同类 根 式 ,例如 : TY 2， 2yTYHIv tul 
类 根 式 , 而 V3 和 WV3 不 是 同类 根 式 . WZ 和 iW 8 也 是 同类 根 式 《 因 为 8 = 2v 2). 

三 次 根 式 的 加 减法 问 整 式 的 加 减法 一 样 ， 只 要 食 并 同类 根 式 就 可 以 了 . 


Bl 计算 ; 
Q) s+3VT+1VT- 0 2 (2) vii La 


2) -yia a. 2x ,一 x e fT 
G) ViVi (4) P yrget en 3 — n I 
R: 0)5r3y2t1V3-6y3-35(891—6)V 275-42; 
15 l.ga46-5V Pica 03: ava-(sil-4W^g-3v3; 
(2) vis ry 1. VAS-oV SIVE -AVS (ss 3 23v Syv3; 
G) Dyigay eb 4 = 2v Fab + 3 mab = V zb s 
3 2b 
OE a TE 


2. 二 次 根 式 的 滋 除 法 
前 面 我 们 已 经 介绍 过 化 简 二 次 根 式 的 两 个 公式 : 


VEE; -Va (so)。 


反 过 来 ， 就 得 到 下 面 的 式 子 ; 


上 i 7 n U m 
[iTV ap o YE. 
vuv vas MD 


于 是 可 得 二 次 根 式 科 (08) 法 的 法 则 ; XODIDEDHDR (MO . BERRE, 


例 2 计算 : 
Q) 1à87/55 (2) v27V^61 
(3) V 5x V/339; (4) Wars -Y' 2X . 


R: (0))118-V 5 —3Vw 3 V 8 —31/2x 873/103 


(2) 1/7127 V^$6 -yiera vci 
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(3) V 5x -V/333 — Vsx axi — Y 15285 一 MA 18$ 


(D vigi vai e RE ost ca, 


1. 下 面 的 计算 是 否 正 确 ? 为 什么 ? 
Q) Va? = 44; 
(3) V3 可 = 3 十 4 二 ?3 
2. 化 篇: 


(1) vizix125; 


(3) v^i2afb5; 


3, 把 下 列 各 式 的 分 母 有 理化 : 


4. 把 下 列 各 根 式 化 为 最 简 根 式 ， 
(a) vis: 


5, 计 算 : 


Q)wz-vü&-yl; 
8 


习 


H 


(2) V Ta? = 24; 


(4) V 135 -1235-18-i2- 1, 


64 
(ORAE 

3s 
Yam 


dlyigslyis-lyss 
(2) yV iet Vi8-.V80 


G2) (Fra 339) - (V 189/83 - v10} 
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(0 (vii vecs- s 2)-(/2 -Ya 
(5) Vi&Pb-Vorbs a vY- 235 


(6) V (ax bye -Vače - V Vis. 


6. 计 算 ; 
Q) v3(vi3- 3V75); (2) (V5 +3 XY 5S- 3) 
G)(v3-v2)Y: (D (Vx ivy)’ 
6) (vas i-i J)vai 
(6) (v ab- V ob) - V abi 
(7) V abs! ny alios 
(8) Va 
复 xxm 
1318: 
(a) (Qux --3x—- 1) 4 (5X — Txt 8) (2:2 8x - 2) 


(2) (52 5 8) (— z= 8)-(—-XS-xtA» 
(3) (x 2y—:) - dox (By - 2: Qt 4D30E. 
2. 计 算 : 
(1) (4a) (505) (6a? Y 
e) (- tes -$ or reas 
(3) —2x3(2,55* — 1,5xy -0,5y?); 
(9 (eei koi) 
(5) 2a(a? —ab — 53) — sab( 4 a— 25) 4 26(1a? — 4ab-- 02); 
(6) s- 3G 1 Y $607 12e 25 


(7) (2a? 73a— 5 )(24— 3 ); 
(8) (3m? + 4n? —2mn)( — mn- i +5m?), 


3. 计 算 : 
(1) (x— 10 1908091 (2) (x4 2)*(5— 255; 
(3) (ius UG iiy; (4) G4 10 7326 1 ); 
(5) (2x t 1? 8B (x — 2 )Cx3 4: 1 x), 

4. 把 下 列 各 式 分 解 因 式 : 
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(3) xt 6x3 + 9x2; (2) 40m?n —25mn? -- 30m? ; 


(3) BS(4* b)x—24(a- 5) y; (4) x? 2xy y? —a? —A&—4; 
(5) x* —4xy c 4y* —6x-c 12»; (6) 4x*—9y*; 
(7) x ~ ys (8) x*- y*, 
5. 计 算 ; 
a) a 2 tI 4 
o x-y (yy 
m n 
6) e am—aH ^ bu—bm? 
B olx. E.oa 
(a-x)(e-2)' (a- ole) 
3o, 1 1 。 x-xy x'ybexy*. 
(9 3-6 tus tug (0 A xy xy ? 


(3) 
a9) 


6.15. 
a) 
e) 
G) (V^ XY3 OV x-i YA 
D GC riy tV x) si y-V x25 
lY 78, 1 
(5) sy (5 y TTE: 
?. 纯 氧 项 吹 转 妨 的 级 截面 如 图 《尺寸 单位 是 毫米 ) 。 炉 胜 底 是 球 缺 ， 求 炉膛 的 容积 
《精确 到 1 米 ?) . 
$3, 图 合 形 的 钢水 包 ， 内 部 的 上 、 下 底 直 径 分 别 为 D170 REOR. d-150 OK, 
有- 80 厘 米 如 图 ， 它 能 盛 多 少 吨 钢水 ? ( 钢 的 比重 是 7,8 克 /厘米 ?) 


5 


<> 


(8E) 
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第 三 章 代数 方程 


Hep tui 


一 、 盖 元 一 次 方程 的 概念 

在 生产 实践 中 遇 到 的 各 种 数量 ， 有 些 是 已 知 的 ， 有 些 是 未 知 的 ， 需 要 通过 计算 才能 
求 出 来 。 

实例 ， 锻 工 要 把 一 段 直径 为 160 窗 米 的 贺 钢 ， 锻 打 成 直 径 为 200 毫 米 、 厚 为 50 毫 米 的 
EE (图 3 一 1 ) .如果 不 计 锻 打 叶 的 损耗 ， 问 需要 截取 多 长 的 贺 钢 ? 


pao 


图 3 一 1 


在 这 个 问题 里 ， 已 知 数 是 贺 盘 的 直径 200 毫 洲 、 原 50 毫米 ， 圆 鲍 的 直径 160 毫 米 ， 来 
知 数 是 贺 钢 的 长 度 。 现 在 要 通过 已 知 数 去 求 未 知 数 ， 也 就 是 说 ， 要 解决 “已 知 >? 和 “未知 * 
这 一 对 矛盾 。 

怎样 解决 这 对 耶 盾 呢 ? 毛 主 席 指出 :一 切 矛 秆 着 的 东西 ， 互 相 联系 着 ， 不 但 在 一 定 
条 件 之 下 共处 于 一 个 统一 钵 中 ， 而 且 裕 一 定 条 件 之 下 互相 转化 ”. 我 们 知道 ， 在 不 计 雏 打 
时 损耗 的 条 件 下 ， 锯 打 前 后 的 体积 是 相等 的 ， 妈 


RREN KIEK. N 
MAER Pio (389) s 6400mx (ER) 


(308 sn zo0000m (XX) 


AAKER V. 
v 
. 64002: = 5000002 a} 
这 个 等 式 反映 了 已 知 数 得 未 咎 数 之 间 的 联系 。 象 这 种 含有 未 知 数 〈 也 叫做 元 ) EAN 
HORE dE Ue ya- 表示。 
fim: 2x- 8; o) 
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y +40=80; (3) 


Ax43y- 65 (4) 
x*-5x4 6-0; (5) 
$0 99 (6) 
X ^ x30 


等 都 是 方程 ， 

分 母 不 含有 未 知 数 的 方程 归 伍 整 式 方程 ; 而 分 好 中 含有 未 知 数 的 方程 器 司 分 式 方程 
OD. (2). (32. (4), (5) 都 是 整 式 方程 ，( 6 ) 则 是 分 式 方程 ， 

只 含有 一 个 未 知 数 ， 并 且 术 知 数 的 次 数 是 一 次 的 整 式 方程 ， 叫 向 一 匹 二 次 方程 . 如 
(O12. (22. (8) 都 是 一 元 一 次 方程 . 

方程 = 8 表明 ， 要 求 的 未 知 数 “ 乘 以 2 ED B. BA, MRAR XU 4 REH, 
方程 左边 的 值 荐 2 x 4 = 8 ， 和 右边 的 值 相 等 . 

象 这 冬 能 使 方程 两 边 相等 的 未 知 数 的 值 叫 做 方程 的 解 ， 也 叫做 方程 的 极 ,*= 4 UT 
程 2x= sf. 

求 方程 的 解 的 过 程 叫 短 解 

x= 4 是 怎样 从 方程 2x 
们 就 来 学 习 一 元 一 次 方程 的 解法 ， 

二 、 一 元 一 次 方程 的 解法 

为 了 解 一 元 - -次 方程 ， 我 们 先 介 绍 等 式 的 两 个 性 质 : 


CARR? 即 怎样 将 "未知 "转化 为 “已 知 "的 呢 ? 下 而 我 


性 质 1 amenat (RRE) ZAR (AIRT) ， 等 式 仍然 成 立 ， 即 


x. HB 


E a=b, 则 有 ac 一 bc a+c=b+t, Mrpexo. 
下 面 通过 例子 说 明 一 元 一 次 方程 的 解 潜 。 
例 1 和 解 方程 : 

{1) 2x- 8 : 

23 3.5 4 

Gg 4i 


(3) 6400æx = 500000 , 


WS 00 mt. XOREIBERDCKTEUS KE, 43 


-3 
973 


x= 4j 
(2) 加 至 ， 方 程 两 边 问 乘 以 5 《或 除 以 未 知 数 的 系数 二 )， 得 
$»-2(-4) x5 
e^ y=- 20; 
(3) 方程 两 边 间 除 以 未 知 数 的 系数 6400r， 得 
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500000% _ 5000 
6400 64 


x=78,1 (毫米 ) . 
符号 “=”， 表 示 近 似 的 意思 . 
由 此 可 知 ， 需 要 截取 贺 钢 的 长 是 78.1 毫 米 . 
注意 : 实际 锻 打 时 必须 考虑 损耗 余 量 ， 
上 面 这 些 方程 ， 虽 然 未 知 数 的 系数 不 同 ， 方 程 右边 的 数 也 不 同 ， 但 它们 却 属于 问 一 
类 型 ， 解 这 类 方程 ， 只 要 在 方程 的 两 边 同 除 以 未 知 数 的 系数 即 可 。 如 果 用 字母 表 未 未 
知 数 的 系数 ， 用 字母 ?表示 方程 右边 的 数 ， 那 么 这 类 方程 可 归纳 成 cx= (ao) 的 一 般 
形式 ， 它 的 解 为 


x= 


例 2 解 方程 : 5-2-8 

解 : ”出 性 质 1 ， 在 方程 两 边 同 时 如 上 2 ， 得 
53-842, 
5x «10, 
x-3 


在 方程 5Y- 2 = 8 的 两 边 同 时 加 上 2 ， 得 到 5x=- 8 + 2 ， 这 实际 上 相当 于 将 方程 
左边 的 ”~ 2 ?改变 符号 后 移 到 另 一 边 去 ， 

AU EIE GUEST Duet (reca DUE HU RE ub con 
这 种 变形 叫做 移 项 . 

必须 注意 ; BRRR Y. 

LESE 解 方 程 : 

(1) 4x- 30— 0 ; (2) à3x—-1126x— 5; (3) +40=80， 
解 :《1) 将 -30 移 到 右边 ， 得 
4x --30, 


30 
x- -=7 
4 5 


(2) 将 含有 * 的 项 移 到 左边 ， 常 数 项 移 到 右边 ， 于 是 得 
3X—6x-.— 5 411, 
Bp 一 3x= 6, 


(3) 将 30 秽 色 右边 ， 得 
ix =80 一 40， 


ly 
Rp gai 


X-40x 8-120, 

45123882, ， 可 以 看 到 解 一 

和 已 知 数 分 离 在 等 式 鸣 两 边 ， 于 中 
Bi PHE: 


-次 方程 ERES: 利用 移 项 法 则 ， 把 未 知 数 
Egax- 5 的 形式 ， 再 求 其 解 。 


Ho A8. DEGERI o. 44 
3(3t23)*09x6—-2(2 -x) 
去 括号 ， 得 z 
移 项 ， 得 
合并 同类 项 ， 得 


Bis 解 方 程 ; 


Me 在 公式 Lol, (1 4f) p, BRL 80.1, Ls 80, 40,0001 Rf, 
由 公式 L-LQ(1-e) KHY, 


解 : 
LL= Lo+taLrt, 
移 项 ， 得 SL -L-L,, 
~ L-L, 
MEME 


把 L-80.1. L, «80. 4-0,00001£ A Et, B 


80-1—80 


0,1 
7 0,00001X80 70,0008 


=. 1 -= 
0,008 

三 、 一 元 一 次 方程 应 用 举例 

下 面 利用 一 元 一 次 方 答 ， 人 解决 三 大 芋 命 运动 中 有 关 的 实际 问题 。 

例 1 大 恶霸 刘 文 采 的 卉 削 手 区 之 一 是 大 斗 进 小 斗 出 瓦 密 村 贫农 肖 大 娘 解 放 前 租 
神 刘 文采 的 地 ， 有 一 年 把 全 部 收成 交 租 部 不 够 ， 被 迫 炎 光 家 中 所 有 的 东西 , 换 了 八 斗 谷 ， 
去 交 所 欠 的 六 斗 租 ， 害 时 它 的 刘 文 采 量 去 六 斗 后 ， 只 剩 下 两 升 谷 . 算 一 算 刘 文 采用 大 斗 

s0 


7125. 


量 的 一 斗 从 实际 上 等 于 多 少 斗 谷 ? 

分 析 : 肖 大 娘 换 了 8 斗 谷 ， 交 所 欠 的 6 IHE HODURESSOEE. RATHA 
(0,23P) ， 这 些 痢 是 已 知青 ;而 刘 文 采 的 一 大 斗 实际 上 等 于 多 少 斗 是 未 知 数 ， 刘 文采 
存 去 的 六 大 斗 加 上 0.2 斗 等 于 肖 大 廊 的 8 半 ， 这 就 是 已 知 数 和 未 知 数 的 联系 


ETSI 


解 ; 设 刘 文采 的 一 大 斗 实际 上 等 于 * 斗 ， 根 据 题 意 ， 得 


答 ， 刘 文采 的 一 大 斗 实际 . 上 等 于 1.3 斗 ， 基 一 斗 三 升 。 

Bio EERE AKERE RORI IERRA DRRR AKE 为 75 % 的 酒 
精 潜 液 ， 问 需要 加 多 少 毫升 的 忒 饮水 ? 

分 析 : WAMKERA, KERETE, PAARD ARHAR, B 


"——— rr 


Mu 设 需 加 蒸馏 水 * 毫 乔 ， 根 据 上 述 分 析 ， 得 方程 
600 x 9526 = (600 =x) x 1526. 


A48. 得 600 x 95 — (600 +4) X75, 
EAG, KER. 
T5% == 12000, 


Mos-dq60 (D. 
25. EMRE. 
Bis JILÉSOAORRUTEIL, MARORI EUBISEHECEHUT PE, RAE SEA 
钟 的 转 数 应 是 多 少 ? 
Hn 设 所 求 铣 力 每 分 钟 的 转 数 是 7 转 。 
很 据 切 前 速度 的 计算 公式 ; 


可 得 方程 


3.14x 805 
LŽ SN- 240 
1000 t 


在 方程 的 两 边 同时 乘 良 1000， 得 
251,251 —40000, 


51 


两 边 同 时 除 以 251.2， 得 


40000 
T7 7381.2 ， 
MO 82489 (REID 。 
: UP S PRA D 150, 


例 4 两 个 次 轮 旺 合 传动 时 (图 3 一 > ) ， 如 果 主 
动 轮 的 齿 数 Z1 = 20， 被 动 轮 的 齿 数 Z* = 40, 主动 轮 的 转 
En. = 50 转 /分 ， 求 被 动 轮 的 转速 。 

解 : 设 被 动 轮 的 转速 为 fa。 

我 们 知道 ， 在 两 个 齿轮 吵 合 传动 中 ， 由 十 每 分 钟 两 
个 齿轮 转 过 的 总 齿 数 是 相等 的 ， 所 以 

LA 一 mo 

或 4094 一 20x50 
两 边 同 除 以 40， 得 


mo SESS os (RA). Rc 


Wn 被 动 轮 的 转速 为 25 转 /分 . 


1. 解 下 列 方程 ; 
(1) 7x-35; (2) $s- 一 14; 
(3) 6x— 7 =35; (4) 7x 22x10; 
(5) OX- à —55421; (6) is-a0- gu; 
(D ACi i )= 2 (3+2); (8) 2x4 3 —134 2 (2x— 7); 


(9) 2(5—2)-8(2»- 250 -5):. (10) 22 =2 +1; 


{11) m. (y-a) 31,5; (12) 8 £0,072-0,3 —0,02:; 

a3) i-is HET TE 
(15) ium 6) S. Ra 

Q7) (2ra) x AP200833 (18) 4-6% = 100 x 0,015565 

(19) e(i- e) - Gd (Q9) (A4 5) 0-52) - (4-563). 


2. 用 方程 表示 下 列 等 量 关系 ， 并 求 出 它 的 解 ; 
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(0 z 的 3 AEFT (2) x 的 二 等 于 0.55 

(3) 7 的 152% 等 于 13 (4) gl sut ym s; 
(5) 3 的 7 售 减 去 ?的 2 iilos — (6) 3 的 5 IRI 2 33 
(7) i3 won d As (8) xi) 3 倍加 上 8 等 于 180。 


3. 在 公式 及- Dri mA 
G) BAK, Ld, RD; 
(2) BK, LED, Rå, 


4 在 公式 S~ Vot oUm. WR 


G) BAS, aki, 求 Fo 
(2) BnS, Volti, Ra. 
5. 在 公式 S=2ar(r-h)h, BA S=628, m—3.14. r= 5 , RA. 
6 RAHA REHE E IC IC IBLEREHET RAAE, FAE K 
ER. 问 应 截取 多 长 的 网 钢 〈 锻 打 时 的 损耗 不 计 ) f 
7, 某 工厂 做 零件 … 批 ， 计 划 26 天 完成 ， 工 人 师傅 响 忘 毛 主 席 " 抓 革命 ， 促 生产 "的 伟 
大 号 召 ， 每 天 多 做 5 个 ， 结 果 用 24 尖 不 租 完 成 了 计划 ， 并 且 多 做 了 60 个 ， 问 启 计 划 每 天 
做 风 个 ? 
838. 制造 无 颖 钢 答 ， 采 用 冷 拉 成 型 的 工艺 ， 现 要 拉 制 如 图 所 示 的 方形 钢管 一 段 ， 要 用 
壁 厚 为 6 毫米 ， 外 径 为 80 训 米 的 圆 形 无 终 钢 管 多 长 ? 
9. 变 压 器 的 初级 线圈 和 次 级 线 图 的 圈 数 1，%, 与 它们 两 端 电 压 D1，0s 之 间 有 关系 式 


mom dA -30008], U, = 2204k, 4,— 500H8, RU: 
2 ig 


E PAL 
GS DX 


NE 


0 
(1) (2) 
《第 8 题 ) 
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10. 一 对 蔚 轮 吐 人 传动， 已 知 主动 轮 的 此 数 2; — 60, 转 速 %a 一 300 转 /分 ， 被 动 轮 的 这 
数 Z。= 90， 求 被 动 轮 的 转速 ma. 

11, 电 动机 的 转速 % 一 1440 转 /分 , 它 的 轴 上 的 齿轮 齿 数 21 = 80 资 ， 问 被 动 轴 的 转 速 
Wo 一 900 畦 /分 时 ， 被 动 轴 上 的 齿轮 沧 粕 ?是 多 少 ? 


第 二 节 ”二 元 一 次 方程 组 
一 、 二 元 一 次 方程 组 的 概念 
第 一 节 讨 论 了 一 :元 一 次 方程 ， 即 本 知 数 只 有 一 个 ， 未 知 数 的 次 数 是 一 次 的 方 6. 6€ 
实际 问题 中 ， 经 常会 遇 到 两 个 《或 多 个 未 知 数 .未知数 的 次 数 是 一 次 的 方程 . 
实例 解放 前 菜 工 } 有 工人 120 人 ， 万 恶 的 资本 家 每 天 装 得 暴利 240 元 ， 只 以 其 中 芍 
19.2 元 支付 工人 的 工资 .已 知 一 个 成 年 工人 每 天 工资 仅 为 0. 和 2 元 ,童工 舒 天 工资 仅 为 0.12 
无 , 闻 这 个 工厂 有 多 少 成 年 工人 和 童工 ? 
在 这 个 问题 里 含有 两 个 未 知 数 : 成 全 工人 数 和 妆 工 人 数 ,工人 总 数 为 120， 于 资 总 数 
为 39.2 元 ， 成 年 工人 王 资 为 0.42 元 ， 童 工 工资 为 0.12 孝 ， 都 是 已 知 的 .它们 的 联系 
成 年 工人 数 + 童 工人 数 =120 (工人 总 数 ) ， 
成 年 工人 总 工资 二 童工 总 工资 =19.2【〔 总 工资 数 ) . 
设 成 年 工人 数 为 *， 童 工 数 为 y， 于 是 有 
X y —120, (1) 


0,422 0,125 —19,2, 
或 42x 十 19y 一 1920。 (2) 
方程 《1 ) 和 方程 《2 ) HUE RUE, FERMARE KAREK., RINU 
种 类 型 的 方程 时 做 二 元 二 次 支 程 . 
把 几 个 含有 相同 未 知 数 的 方 称 联 合成 一 组 叫做 方程 组 .两 个 二 苑 一 次 方程 所 组 成 的 
方程 组 叫做 二 元 一 次 方程 组 . 象 前 面 实例 中 列 出 的 方程 ( 1 ) 和 (2) 所 组 成 的 二 元 一 次 方 窒 
组 ， 记 作 


[pom (1) 
425 1 12y =1920. (2) 
又 如 pstra fn 

65—-2y»-6, 25-3y 


等 都 是 二 元 一 次 方程 组 . 它 的 一 般 形式 为 


Res a. 
25 06 是 常数 项 。 
使 方程 组 里 每 一 个 方程 都 成 立 的 一 组 数 ， 岂 做 方程 组 询 解 . 求 方程 组 的 解 的 过 程 。 
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nixdgd cid. Rie- 2 yoirmnib n 


[2 

二 、 二 元 一 次 方程 组 的 解法 

如 外 元 一 次 方程 组 的 舰 ， 这 是 一 个 新 问题 .我们 已 经 知道 一 元 一 次 方程 的 解法 ， 
如 果 能 把 二 元 一 次 方程 组 转化 为 一 元 一 次 方程 ， 那 么 问题 就 解决 了 .要 把 二 元 一 次 方程 
为 一 元 -次 方程 ， 必 须 设 法 消 友 一 个 未 知 数 , 这 种 消去 一 个 未 知 数 的 方法， 号 做 
法 .下面 介绍 两 种 消 元 法 : 
上 代入 消 元 法 
例 1 解 实例 中 的 方程 组 : 


^n 
AN 


d. dy. 由 (1 ) 式 ， 得 
y-120—5, (3) 
把 (3 ) 式 代入 (2 ) 式 ， 得 
42x-4-12(120 — x) = 1920, 
这 是 一 元 一 次 方程 。 解 这 个 方程 ， 得 
42X 二 12 X 120—124 —1920, 
42X—124—1920— 1440, 
30x— 480, 
X216, 
把 %=16 代 入 ( 3) 式 ， 得 
y—120— 16% 104, 
所 以 方程 组 的 解 是 : 
E 16, 
y-104, 
邯 成 年 工人 只 有 16 人 ， 而 童工 却 汶 104 人 ， 
例 2 MDEA: 


(rim 《1) 
6x—2y—- 6。 (2) 
Hu 消去 *, 出 (2 ) 式 ， 得 

111 i. (3) 


把 (3 ) 式 代入 (1) 式 ， 得 
3 十 3 二 23 一 12， 
33= 9, 


»-3. 
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把 ?= 3 代入 ( 3 ) 式 ， 得 *= 2 。 
所 以 方程 组 的 解 是 : 


x22, 


从 以 上 所 个 便于 可 以 看 出 ， 用 “代入 消 元 法 ” 解 二 元 一 次 方程 组 的 一 般 步 又 是 : 

C1) 把 一 个 方程 里 的 任何 一 个 术 知 数 用 第 二 个 未 知 数 的 代数 式 表 示 ; 

(2) 把 这 个 代数 式 代入 另 一 个 方程 ， 消 去 第 一 个 未 知 数 ， 得 到 第 二 个 未 知 数 的 一 
个 一 元 一 次 方程 ; 

(3) 解 这 个 一 元 一 次 方程 ， 求 得 第 二 个 术 知 数 的 值 ; 

《4 ) 把 求 得 的 值 代入 第 一 步 所 得 的 代数 式 中 ， 求 出 第 一 个 未 知 数 的 值 ; 

(5) 把 求 得 的 两 个 未 知 数 的 值 合 在 一 起 ， 就 是 原 方程 组 的 解 。 


2 .加 减 消 元 法 

H3 解 方 程 组 ; 
frm (1) 
2x3—3y- 83, (2) 


我 们 看 到 方程 (1 )、【〔 2 ) 中 ，3 的 两 全 系数 互 为 相反 数 ， 如 果 把 方程 ( 1 } 和 ( 2 ) 
左右 两 边 分 别 相 加 ， 就 可 以 消去 未 知 数 y。 
解 : 消去 * 
(1)+(2), 得 7%=21， 
x-3. 
Era, RACO, 得 
5 x 8 -3y—18, 


3y= 3, 
y-d. 
所 以 方程 组 的 解 是 : 
f 3, 
y=1 
Pla 和解 方程 组 
f XH2y=4, (1) 
AX-3y 11, (2) 


如 果 将 方程 (1 ) 的 两 边 乘 以 4 再 和 方程 《2 ) 的 左右 两 边 分 别家 减 ， 就 可 以 消去 
未 知 数 %。 
解 : 消去 Y， 
(1)x4， 得 ax48y—16, (3) 
(32-(22.88 5yc 53, 
y-21, 
把 y= 1 代入 (1), 得 +2x1=4, 


和 一 2 
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所 以 方程 组 的 解 是 : 


X= 2 

从 以 上 几 个 例子 可 以 看 电 ， 在 用 “加 减 消 元 法 * 解 二 元 一 次 方程 组 时 ， 首 先 把 一 个 或 
者 两 个 方程 的 两 边 冬 以 适当 的 数 ， 使 两 个 方程 中 的 同一 个 未 知 数 的 两 个 系数 的 绝对 值 相 
等 ; 然后 将 两 个 方程 相 加 或 相 减 而 消去 一 个 未 知 数 ， 使 二 元 一 次 方程 组 化 为 一 元 - 次 方 
Eu 最 后 求 出 方程 组 的 解 。 

三 、 应 用 举例 

例 1 有 一 长 35 米 的 吊车 梁 [ 图 3 一 3 0)2, XEPETRER BE 10 米 处 品 一 重 20 吨 
的 设备 ， 问 两 端 支 承 轨 对 这 20 吨 设备 的 支承 力 是 多 大 ? 

E: 支承 轨 受 力 情况 ， 可 以 用 图 3 一 3 (2) 表示 ， 图 中 箭头 表示 力 的 方向 。 设 左 
RHAL, BARIAI. 


Yds 


f 


G) (2) 
图 3 一 3 


显然 ， 两 边 支承 力 合 在 一 起 ， 等 于 所 吊 设备 的 重量 ， 即 
%+ y= 20. 
其 次 ， 两 端 支 承 力 的 大 小 和 重 物 到 两 端的 距离 有 关 . 《比如 两 个 人 用 一 根 遍 担 抬 东 
西 ， 重 物 在 己 担 的 不 同位 置 ， 两 人 “ 吃 ? 的 劲 也 不 一 样 ) .根据 力学 知道 它们 的 关系 是 ; 
ERRA x PEA FIZE ER = 右 支 承 力 x 设备 到 右 端的 距离 . 
以 左 支承 力 为 x， 右 支承 力 为 y， 以 及 与 之 相对 应 的 距离 代入 ， 得 


X10—y*18, 
Bil 2x—-3y- 0. 
于 是 得 方程 组 
{ (1? 
2x-3y- 0, (2? 
(1)x2, 得 23--2y-40, (3) 
(3)-(2), 得 5y-40, 
28. 


把 y= 8 代入 《1 ) R, 得 
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x=20— 8 =12, 
所 以 方程 组 的 解 是 : 
t 12, 
y-8. 
管 : ERIAM, HARIH SM, 
例 2 某 厂 生产 中 需 用 浓度 为 25%6 的 烧碱 溶 小 ， 工 人 师傅 把 浓度 53% 的 烧碱 溶液 与 
5 %% 的 烧碱 溶液 混 合 使用， 计算 一 下 ， 要 配制 浓度 为 25%% 的 烧 破 溶液 300 公 斤 ， 需 四 浓 
度 为 538% 和 5% 的 烧碱 咨 液 各 多 少 公斤 ? 
解 : 设 需 用 浓度 5% 的 嵌 碱 溶液 # 公 斤 ，53 % 的 烧碱 深 液 》 公斤 .那么 ， 两 种 烧碱 深 
液 重量 之 间 的 关系 、 含 纯碱 重量 之 间 的 关系 ， 可 列 成 下 表 : 


1 


5 DUREE 


53% 的 洲 波 | 2594 IREA 
烧碱 溶液 的 重量 (ATI) * 


| y | 300 
含 纯碱 的 重量 ( 公 捕 ) ;5%%* | 53%y | 25%x300 


根据 烧 破 深 液 的 重量 混合 前 后 不 变 ， 含 纯碱 的 重量 混合 前 后 也 不 变 这 两 个 条 优 ， 可 
以 列 出 方程 组 : 


f x+y = 300, (1) 
5%x+53% y — 2596 x 800, (2) 
化 简 (2)， 得 Sx--53v— 7500, (3) 
(1)x5, 得 S5xct5»y- 1500, (4) 
(33-(4), 得 48y=6000, 
37125. 
把 y=125 代 入 (1)， 得 
Xx-]175, 
所 以 方程 组 的 解 是 ; 
(s 
3-125, 


E: 需 用 浓度 为 5 % 的 伐 碱 溶液 175 公 斤 ，53% 的 烧碱 溶液 125 公 斤 . 

四 、 多 元 一 次 方程 组 

在 电工 学 、 力 学 里 ， 我 们 还 会 遇 到 解 多 元 《三 元 、 四 元 等 ) 一 次 方程 组 的 问题 ， 前 
面 讲 过 的 代入 消 元 法 和 如 减 消 元 法 在 这 里 仍然 适用 ， 下 面 举例 说 明 ， 

Bil 887 84 


35—2y— 5, e» 
4x—8y-- 22211, (3) 
X—2y-8:—— 1, (3) 
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解 : 把 〈 3 ) 式 中 的 * 用 》、z 来 表示 ， 得 

%= 27 十 53 一 了 。 (4) 
把 (4) RRA C1) X, 得 

8(2y4527— 1)—25y- 5, 

6yt152-21—29—- 5, 

4yd 152-26, (5) 
Æ C4) SA C2) R, 48 

4(2y52- 1)—83y- 22-11, 

8yT202—28 —3y 4229 11, 


5yT22:—39, (8) 
(5 ) 式 和 《6 ) 式 联 立即 得 7 和 = 的 二 元 一 次 方程 组 

[p 15:26, (8) 

5y4- 221-39. (9) 


(5)x5—(6)x4, 得 


752— 882—130 — 156, 


一 13z= — 26, 
2-2, 
以 z= 2 代入 (5)， 得 
4y-- 30 26, 
Ay-—4, 
=-=]. 


以 ?一 一 1，z=- 2 代入 (3)， 得 
4&-—2410— 1-1, 
所 以 方程 组 的 解 是 : 


x=], 
p, 
3 


例 2 fuj min: 


3x— y—-z- 2, (1) 
prm (2) 
X-yt£-4, (3) 
B: 先 消去 ?. 

(C1)+(2), 得 Sup 22—16. (4) 
C1)0-(3), 得 zx—22- — 2, (5) 

d (4) fü (5) 联 立即 得 含 x、2 的 二 元 一 次 方程 组 
frs (4) 
2x-22-—2, (5) 


《4)+{5), 得 Welt, 
X-2, 
düx- 2 代入 (4)， 得 
10 二 25 一 16， 
2— 8. 
把 4= 2, z= 3 代入 ( 3), 得 
2 一 3yf3=4， 


y-d. 
所 以 方程 纽 的 解 花 ; 

2 

z= 3 


从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ， 在 解 三 元 一 次 方程 组 时 ,可 以 先 消 去 三 个 未 知 数 中 的 一 个 ， 
得 出 含有 其 他 两 个 未 知 数 的 二 元 一 次 方程 组 ， 再 解 这 个 二 元 一 次 方程 组 、 即 


三 元 一次 方程 组 六 下 一 元 一 次 方程 组 者 党 -一 元 一 次 方程 


E! A 
1, 解 下 列 各 方程 组 : 
x+2y= 0 x+3y=7 
GD { y , (2) f »-7, 
3Xc&y6; 2% + 5y- 125 
53-4 8y- 18 2x—3y- 8, 
(3) f : ef 
5% —3y = 12; 5%+3y= 18; 
3Y 十 59 盖 19 4x—5y- 1 
ORDEN ORNA 
44 一 39r 6; 2X 5y—31 
, (AX 39710, x-29- 3 
op e ， 
iy-ix— 8; 5x—3y—- 43; 
5X 2y-- 15 3x 1242 
OE ads, (10) i » 
84 43y--17 0; AX-—3y- 15; 
—Iy- 119, 5m + 6 = 
a» { 21 PEIS O, 
=110; 2m+3In+ 4-0; 
» 4 
$U* Sax 2by- — 2 ab, 
(a3) [t 3 { » 24 
3(5—4) -A(y- 2); qax + 5by = 3ab, 
2. 解 下 列 方 程 组 : 
y= 2x—8y- —11, 
G) p 4, (2) te 5, 
ytz= 5; Bx 2-2; 
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等 十 23 十 2 一 1 ， 
(3) (ron 一 9， 
ax—y-d4:— 3; 
84c2y—-2— 8, 
(5) perve 
X4 yd2221105 


3. 解 下 列 方程 ; 
Xt3y—f21, 
334 y—w-4, 
一 4 二 了 二 329 一 31， 


Q) 


3x—y+w= 23 


31r15y472— 6, 


2463-325 6, 
e| 
4X —9y-42— 95 


4-2y41- 0, 


73 6y t 12— 100, 
(9) | 
8X--y-22— 0, 


UMXx—i-32, 

M 2y—39—4, 
3x—5yt22— 1, 
-2= 2- 


(2) 


4. 变 换 下 列 公 式 : 


P-UI 8 
CO Burm fy RISO, RII. Pens 
S- Vg tai? 


(2) noma] 中 消去 二 导出 公式 Vs 一 Vo* -248, 


人 一 To 二 GE 


5. 大 寨 大 队 在 解放 前 ， 一 户 地 主 和 三 户 富农 万 街 占 的 土地 是 五 十 一 户 贫 下 中 农 岩 地 
的 ig 地 、 富 霸占 的 土地 比 贫 下 中农 仅 有 的 二 地 还 多 336 亩 , 问 解 放 前 大 寨 大 队 的 地 


全、 富农 所 霸占 的 上 地 是 多 少 亩 ? 广大 贫 下 中 农 仅 有 土地 多 少 雷 * 

65. 某 工程 队 每 天 安排 80 个 劳力 去 修建 水 库 ， 每 人 每 天 可 控 5 个 土方 ,或 运 3 个 土方 。 
为 了 人 台 理 使 用 劳力 ， 应 该 分 配 多 少 人 挖 土 ， 多 少 人 运 土 ， 才 能 使 按 出 的 土 及 时 运 走 ? 

7. 某 车 间 加 工 活塞 和 和 饶 套 ， 千 个 工人 一 天 平均 加 工 活塞 17 个 或 者 加 工 红 套 13 个 ， 车 
间 共 有 60 个 工人 ， 闪 两 种 加 工 的 工人 各 是 多 少 ， 才 能 使 生产 出 的 活塞 与 伍 套 配 成 套 ? 

8. 某 治 炼 厂 需 要 浓度 为 72% 的 硫酸 1000 公 斤 - 工人 同志 响应 毛 主 席 “ 要 进一步 节 纹 
阑 革命 ?的 号 召 ， 利 用 厂 里 的 浓 记 为 20 光 的 废 硫酸 与 85% 的 硫酸 混合 而 成 。 问 需 要 85% 
和 20% 的 硫酸 各 多 少 公斤 ? 

9. 某 乌 铁 厂 用 两 种 矿石 炼 铁 ， 甲 种 含 铁 量 为 68%， 乙 种 含 铁 量 为 63%6 。 瑰 在 要 配 成 
ARKAA, HARATA ARE DM 


一 元 二 次 方程 


一 、 一 元 二 次 方程 的 概念 
上 面 讨论 的 亡 程 ， 其 未 知 数 的 次 数 者 是 一 次 的 方程 ， 在 实际 问题 中 ， 还 会 过 到 未 知 
数 的 次 数 是 二 次 的 方程 。 


6 了 


实例 ”有 一 块 长 等 于 宽 的 2 AREER f 
WU SR E 5 厘米 的 正方 形 ( 图 3 一 4) ， 然 后 
弯 成 容积 为 1500 立 方 厘 米 的 盒 形 工件 、 问 矩形 板 料 
的 宽 是 多 少 厘米 了 
设 板 料 的 宽 为 * 厘 米 ， 则 板 料 的 长 为 2Y 厘 米 . 
由 题 意 知 
盒 宽 为 Y- 10 原 米 ， 例 长 为 24- Q0 OK. £W 
为 5 BO, diio BOR o0 ROI, asoa 
由 长 方 体 体积 公式 得 
(x—10)-(21—10)- 5 21500, 
展开 ,得 10x? 一 1504 十 500 一 1500， 
化 简 ， 得 2 15%—100= 0, 
象 这 种 只 含有 一 个 米 知 数 ,并 且 未 知 数 的 最 商 次 数 是 二 次 的 方 径 叫 做 一 元 二 次 广 程 . 
fid, x3—64,22—16:—0,5—9- 5, 2x2 6x -1- 0 等 都 是 一 元 二 次 方程 . 
任何 一 个 关于 < 的 一 元 二 次 方程 ， 都 可 化 为 于 面 的 一 般 形式 〈 标 准 形式 ) : 
ax*-bx d c- 0 (aœ 0), 
其 中 a 四 敌 二 次 项 ，4 是 二 次 项 的 系数 ，b% 唱 做 一 次 项 ，5 是 一 次 项 的 系数 ，c 叫 微 常 
数 项 . 
二 ， 一 元 二 次 方程 的 解法 
下 面 介绍 一 元 二 次 方程 的 两 种 解法 : 
1. 分 解 因 式 法 
例 1 解 方程 : *? 一 16 一 0、 
解 ， 把 方程 左边 分 解 因 式 ， 得 
(5— 4 {xas 0, 
我 们 知道 ， 要 使 两 个 因 式 之 积 等 于 零 ， 那 么 ， 至 少 要 有 一 个 因 式 为 零 ， 所 以 ， 要 使 
(x 一 4)(* 二 4)=0， 只 须 * 一 4 一 0 或 二 4 一 0 ,这样 ,一 元 二 次 方程 (% 一 4) (974) 
= 0 转化 为 两 个 一 元 一 次 方程 : 


S-4-0: X-4-0. 
ir 44-0, fix, 4, 
由 44 4-0, 得 Xs 一 一 和。 
原 方 程 的 两 个 根 是 : 
DELEM Had. 


例 2 HE: S -59 6-0, 
解 : 分解 因 式 ， 得 (* 一 2)(x 一 3)= 0. 


由 x-2=0, 得 为 =2， 

由 5-350, È 5-3, 
原 方程 的 两 个 根 是 : 

和 一 2 X,— 3, 
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H3 解 方程 ; 3 姑 +5X 一 12=0， 
R: 分 解 因 式 ， 得 (32-4)(2z+ 3)= 0。 


4 
3x- 4 = 0, fx 一 


FE 
4 十 3 一 0， 得 *%s 一 一 3。 
原 方 程 的 两 个 根 是 : 
sm-4, X= —3, 
2. 公 式 法 


现在 ， 我 们 来 研究 一 元 二 次 方程 的 一 般 解法 ， 先 考察 下 面 的 例题 ， 
例 4 解 方程 : 2v—3s— 8-0. 
解 : 方程 两 边 除 以 二 次 项 的 系数 ? 48 
EAE 4-0, 
把 常数 项 移 到 方程 的 右边 ， 得 
5 


Ca 4. 


方程 两 边 各 加 上 一 次 项 系数 一 半 的 平方 ， 得 


: (总 
根据 平方 根 的 定义 ， 得 


poi 9) aV, (gps iot) 


解 得 和 一 


原 方 程 的 两 个 根 是 : 


ry 89 5 —Y'89 
gue $00VÁ89 y= EVES, 
4 4 


XOREHEM PR: 

(1) 把 二 次 项 系数 化 为 1 

(2) 把 常数 项 移 到 右边 ， 要 在 方程 两 边 各 加 上 一 次 项 系数 一 半 的 平方 ， 使 方程 左边 
化 成 完全 平方 的 形式 ; 

O) 根据 平方 根 的 定义 ， 得 到 两 个 一 元 一 次 方程 

(4) 解 这 两 个 方程 ， 就 得 到 原 方程 的 两 个 根 ， 

一 般 地 ， 解 一 元 二 次 方程 
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ax? +bx+c= 0 (a0) 
方程 两 边 同 除 以 二 次 项 系数 sg， 得 


gabe teg, 
[4 a 


把 常数 项 移 到 方程 的 右边 ， 得 


xa puc 一 人 
a a 
方程 两 边 同 加 上 一 次 项 系数 一 闪 的 平方 ， 得 
b b € bw 
E 
bs? b= pac 
" ac 
两 过 天 平方， 得 
srity tn qY P tar, 
2a 


在 用 这 个 公式 解 一 元 :- 次 方程 时 ， 必 须 把 方程 整理 成 一 般 形式 


ax? bx. 6- 0. (ee 0) 
然后 把 方程 中 各 项 的 系数 代入 求 根 公式 进行 计算 ， 就 可 求 出 方程 的 根 。 
网 5 用 公式 法 解 下 列 方程 ; 


{1) 222—84— 30; 

(2) 43—123— 9, 

M: 0) 因为 4-2, b= —5, 9 — 3, 
(-5)-4x2x(—3)-254247 49, 


b? -4ac:- 
PN -(—5)kvV Z9, 8:7 
所 以 3x3 7 47 
5 十 了 5 一 了 1 
- - My =} 
Bp 5 n 3, a n 2* 
6t 


(2) 先 把 方程 写成 一 般 形式 : et -i1231 9= 0, 
因为 4=4, b=~12, 6=9, 


b — 4ac=( —12)7— 4x & X 9 —144—144— 0, 
, -C-i2)kEv/o 2112450 
XLI LL 一 ~ 一 一 
所 以 2x4 8 
B moum-il, 


b 


Pio 解 方 程 : x?+2x-+ 5 一 0。 
解 : ”因为 4=1, b=2, c=5， 
b*—4ac—-2*: 4 x 1X 8 — 4 —20— —16, 


DIM a-lizv-i 


2 


这 里 我 们 遇 到 了 负数 开平 方 的 情况 . 由 于 实数 范围 内 负数 开平 方 没有 意义 ， 所 以 该 
方程 在 实数 范围 内 没有 解 . 为 了 表示 负数 开平 方 这 种 情况 ， 我 们 引进 新 的 数 7， 叫 艇 
虚数 单位 ， 它 的 平方 等 于 一 1 ， 即 

大 -1 或 和 AT 
VO VIO? - P OVI0)= -16, 
. V-i6-jVis5-j4. 
一 般 地 ， 我 们 规定 ; 


Ha> o0 h}, V Zas a 


FEDE a++ 5 = 0 的 两 个 根 可 表 冰 为 


一 2 十 74 


5 一 一 1 士 72， 
即 X= + n=l, 


Fima jb (其 中 4, ?都 是 实数 ) 的 数 叫 做 复数 .例如 : —1+2j; 一 1 jR 


当 方程 的 根 是 实数 时 ， 称 方程 布 实 根 ， 当 方程 的 根 为 复数 时 ， 称 方程 有 复 根 . 

毛 主 席 教 导 我 们 ;“ 必 其 重要 的 ， 成 为 我 们 认识 事物 的 基础 的 东西 , 则 是 必须 注意 它 
的 特殊 点 *". 一 元 二 次 方程 与 一 元 一 次 方程 相 比 ， 竺 殊 点 表现 在 未 知 数 * 的 最 高 次 数 是 2 ， 
由 此 决定 了 另 一 个 非常 重要 的 特点 ; -元 二 次 方程 有 两 个 根 . 从 上 面 的 例子 得 到 ,在 求 复 
公式 中 ， 根 据 如 一 44c 的 值 可 以 判定 一 元 二 次 方程 4 洁 +8bx+c= 0 的 根 的 三 种 情况 : 

(1) 39 —4ac 0 时 ， 方 程 有 两 个 不 梢 等 的 实 根 ， 如 例 5 中 的 ( LO: 

(2) 当 如 一 44c 一 0 时 ， 方 程 有 两 个 相等 的 实 根 ， 如 例 5 中 的 (2 ); 

(3) 当 如 一 44ac 一 0 时， 方程 有 两 个 不 相等 名 复 根 ， 如 例 6 ， 

我 们 把 至 一 42c 叫 做 一 元 二 次 方程 cm+5x+2= 0 的 根 的 判别 式 。 
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A7 解 本 节 开 始 提出 的 实际 问题 . 
ff: 在 方程 好 一 15Y 一 100= 0 中， 
因为 a= 1, b —15, €- —100, 
b?—4ac—(—18)*— 4x 1 X (—100) — 225 4 400— 625, 


所 以 


m 


n=l s ORBEA, e). 

答 : 板 料 的 宽 为 20 厘 米 . 

Me 解 下 列 方 程 : 
(2 12-2:)(8 —21)- 8 ; 
(2) r?—57425- 0, 

We O) 把 原 方程 整理 ， 得 
z? —107422= 0, 

因为 4-1, b— —10, 6—22, 

b?—4ac—(—10)*— 4 x 1 x 3222100—88— 12, 


DD me EV 02 101?V3 2... 
3 ; ， 

EC N= 5+Y a, X; 5 — 3. 

(2) 因为 4=1, b=- 5, c—25, 
b*-4ac—(— 8)?— Ax 1 x 25—25—100— — 75. 

所 以 x-c(05)tW- i5 5 +V 1)328-8 5 tj5V/3 

2 2 2 
25 5V3 235, 5⁄5 
部 A.P, x-3 : 
三 、 应 用 举例 


例 1 如 图 8 一 5 所 示 ， 冷 拔 一 根 钢 管 ， 
钢管 原来 的 外 径 是 ?2 毫米 , 壁 厚 是 4 毫米 ,长 度 
EEK. ARRE, BEOR, KE 
是 5500 毫 米 ， 求 冷 拔 后 钢管 的 壁 厚 〈 精 确 到 
0.218%) ,已 知 计算 钢管 体积 的 公式 为 : 

V-al(D- b), 
XupIRGR, b RRF, DROMACEURTR 
章 第 四 节 习题 第 9 题 ) . 
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解 : 设 冷 找 后 钢管 的 壁 淹 为 x 毫米 .由 于 冷 拔 前 后 钢管 的 体积 不 变 ， 所 以 
7:5600x(60— x) — «4000 x 4(12— 4), 
整理 后 得 Tx? — 420%+1360 = 0- 
2~A44c=(—420})?— 4 x 1 x1360=138320, 


14 14 


Bp x1 =56,6 CEA RAD 
X3—3.4. 
E: 冷 拔 后 钢管 壁 厚 为 3.4 毫 米 。 
鲍 2 物体 从 空 巾 下落 时 ， 如 果 忽 略 空气 的 阻力 ， 那 么 下 落 的 距离 S MEE t 
ATIRAR: 


S-V.telgis, 


其 中 TV。 表示 物体 下 落 时 的 初速 度 ，g 一 9.8 米 / 秒 : 是 重力 加 速度 . 
现 设 物体 从 5 二 100 米 的 空中 下 落 ， 初 速 V。=10 米 / 秒 . 求 物体 落地 所 需要 的 时 间 . 
解 : 把 S -100, Vo 一 10，g~9.8 代 入 公式 ， 得 


1001014 L9, 8f*, 


这 是 关于 的 一 元 二 次 方程 ， 写 成 一 般 形 式 ; 
4,9£ -10£—100— 0, 
b? -44c — 10? — 4 x4,9 x (— 100) =100+ 1960 = 2060, 
y _ 二 10 士 Ya2060 
Bu 5-3 x49 ^ 
因为 下 落 时 间 不 能 是 负 的 ， 所 以 只 取 “+ ?号 . 
je 110+ (72060. —10-45.39 
9.8 9.8 
Su 物体 落地 需要 的 时 间 是 3.6 秘 。 
四 、 简 单 的 二 元 二 次 方程 组 的 解法 
局 二 元 一 次 方程 组 的 解法 类 似 ， 二 元 二 次 方程 组 也 是 用 消 元 法 来 解 . 
例 ] FHA: 
pe tl, (12 
y-XT3. (2) 
M: ”将 (1) 式 代入 ( 2 ) 式 ， 得 
2 十 1 =x4 3, 
Ep xi-x— 9-0, 
分 解 因 式 ， Cx+ 1)(*- 2)=0, 


3.6。 
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由 Y% 十 工 = 0 或 x-2—0,18 
Xi — 1, X292. 
把 所 一 一 I 代入 (2 ) 式 ， 得 
2 
把 和 -2 代入 (2?) 式 ， 得 
J= 5 
记 以 方程 组 的 两 组 解 是 : 
p f-2, 
y 2j ‘Y= 5 
例 2 和 解 方程 组 ; 
p 
X*4- y! — 100, 
解 : 由 (1) 得 y-l4-5, 
把 (3 ) 代 入 (2 )， 得 
X (14-x)?- 100, 


化 简 23?—98x--96— 0, 

即 22 一 147+48- 一 0， 

MES, (5— 6)x—8)- 0. 

由 X—-6-0 或 *—8- 0, 1$ 
A-6, X= 8, 


把 x 的 二 值 分 别 代入 “3 ) ， 得 
Y 8, 8-6, 
所 以 方程 组 的 两 组 解 是 ; 


fie fee 
31-8; Na 6. 


1 . 解 下 列 方程 : 
(1) x—256—- 0; 
(3) +780; 
(5) —6x+ 5-9; 


(2) x 2105-24-90; (8) a 2x15; 

(9) 43?—x— 81 (10) s3?—8x— 55 

(1) + 9 6; (12) 93? —30x— 25; 

Q3) V4. 1-0; (14) à-2x—2 — 01 

(158) +x 1 = 0; (16) 9-—xt1-40; 

(0) 942345 = 0; (8) 2-3 2 = 0; 
(19) 3y? +5y+ 1-0; (20) (33— 1) (x-- 2 )- 20, 
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2 .在 一 块 长 为 2 厘米 ， 宽 为 10 寿 米 的 长 方形 铁 片 中 
天， 要 六 出 一 个 面积 为 8 厘米 ?的 孔 , 要 求 孔 的 四 周 所 留 
的 铁 到 一 样 宽 ， 问 这 个 宽度 是 多 少 ? 

3 .矩形 的 岗 长 等 于 52 厘 米 ， 面 积 等 于 144 厘 米 ?， 求 
边 长 ， 

4 .隧道 的 横 截 面 如 图 所 示 ， 它 的 上 部 是 半圆 形 ， 下 

部 是 长 方形 ,根据 设计 的 要 求 ， 隘 道 的 模 截 面积 5 = 29.4 
平方 洲 ， 半 加 的 最 高 点 到 长 方形 下 底 的 距离 是 6.55 米 . 
7 是 多 少 米 《精确 到 0.01) t (第 4 题 ) 
冷 拔 一 根 钢管 ， 钢 管 原来 的 外 径 是 80 毫 米 ， 训 了 距 5 RK, Kn 
35008DK, fbiRIG. PRARJRTOSOR, KgsooouOK, cdbiR IDDERS REDE (E e ond 
0,18%) . 

6. 用 每 秒 98 米 的 速度 7e 向 上 抛 一 物体 ， 问 经 过 多 少时 间 才 能 落 到 地 上 . 己 知 物体 与 


卸 面 距离 公式 为 S= Tt 二 git, 其 中 g 一 9.8 米 / 秒 *?， 空 气 阻力 忽略 不 计 。 
7. 解 下 列 方程 组 : 


2 y*--28, yes, 
OE, o f 
4 二 3 一 了 ?+44+4= 0 


复 习 题 
1. 解 下 列 一 元 一 次 方程 : 


(1) 34— (4 —27) = ios 3 


(2) 5 a 了 


izx— 8 24 一 247 

21311 17] 
3) H 2( —*— 1)—-4 2 ]-2 55; 
(3) GG 1) 15] , 


3( x—1 J 5 
4) > 一 2]= 一 之 
(4) ix "E 


2 , 解 下 列 二 元 一 次 方程 组 ， 


Q) (2) | 
i-44p az -4x- SEYAY cq, 
3, 解 下 列 多 元 方程 组 ; 
2% 二 3y 二 2 二 380， 2X 一 十 22 一 上 
Q) rra 22 —- 560, (2) | y-x3-—23, 


4X Sy :— 660; 3X 十 一 42 一 了 
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10% 一 ?上 32= 5 , 
(3) Ab-54- 6, 

2y+3ł= 6, 

3y-F2l— 4. 


4. 解 下 列 方程 ; 

A) v2s-wàixty 2-0; (2) m? —(n-n)x-»— 0. 

5. E BHAE, TED ECUPSAORAES SEHR, OSAHBARDOUSCRU, ABAR 
等 的 复数 根 。 

G) -x-ax4k- 0; (2) 3%2=6%+ 1 —k; 
(3) 39 —-3kx- 9 - O, 

GRATAR, ARK, NUES, ERR, 25326 《 按 规定 含 钢 E 不 
能 超过 0.25%%) . JO Y FAC THES, Jai 4e BL ARA O MAAAR. du 
这 炉 钢 希 要 加 多 少 薄板 边角料 ， 才 能 把 含 铜 量 降 到 0.2526? 

?7. 机 械 厂 加 工 一 种 此 轮 ， 需 要 车 、 铁 两 道 工 序 . 一 台 车 床 每 天 可 以 加 工 雌 轮 30 个 ， 
一 全 铣床 每 天 可 以 加 工 齿轮 10 个 .现在 有 8 人 担任 加 工 这 批 齿 轮 任 务 、 问 均 要 几 个 人 上 
车 康 ， 几 个 人 上 铣床 ， 才 能 使 两 道 工 序 每 天 加 工 的 齿轮 数 租 同 ? 

83. 下 璃 厂 人 熔炼 玻璃 液 ， 原 料 是 由 石英 砂 和 长 石粉 混合 而 成 ， 要 求 配料 中 售 二 氧化 雁 
7096. 根据 化 验 ， 石 英 砂 中 含 二 氧化 砧 99 中 ， 长 石粉 中 含 二 氧化 硅 67%、 在 3.2 吨 原 料 
中 石英 砂 和 长 石粉 名 需要 多 少 吨 ? 

9. 变 压 器 砂 钢 片 的 芯 子 如 留 所 了 未 。 要 把 一 块 300 毫 米 x 200 毫 米 的 长 方形 人 网 钢 片 ， 从 
中 央 截 去 一 块 面积 为 14400 平 方 毫米 的 长 方形 ， 并 使 四 周 简 下 的 一 祥 宽 。 求 这 个 宽度 


《第 9 题 ) 
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第 四 章 “指数 和 对 数 


第 一 方 ” 指 数 概念 的 推广 


在 第 一 、 第 二 章 中 ， 我 们 已 介绍 过 指数 为 正 整数 的 等 的 概念 和 它 的 运算 法 则 ， 这 些 
运算 法 则 是 : 

LARARE ER a'a ant"; 

2, AER HE a" satma”, (a0, mon); 

3 


ERS (nya 
4 BUS (r6 cents 
STARY (Ry e Oso). 


其 中 ，m、% 都 是 正 整 数 。 

毛 主 席 教导 我 们 :马克 思 主 义 者 认为 人 类 社会 的 生产 活动 ， 是 一 步 又 一 步 地 由 低级 
向 离 级 发 展 ， 因 此 ， 人 们 的 认识 ， 不 论 对 于 自然 界 方面 ， 对 于 社会 方面 ， 也 都 是 一 步 又 
一 步 地 由 低 胃 向 高 级 发 展 ， 即 由 浅 入 深 ， 由 片面 到 更 多 的 方面 。” 为 了 进一步 解决 三 大 
革命 实践 中 内 提出 的 问题 ， 我 们 必须 把 带 数 的 概念 加 以 推广 。 

— ILI 

我 们 知道 ; 

3?-3?-— 1; 

attat, (960), 
另 一 方面 ， 如 果 我 们 仍然 应 用 “ 同 底数 短 相 除 的 运算 法 则 "， 就 有 

35.3?-3*7í-35 

ateata at, (aX). 
上 面 两 个 式 于 的 右 端 是 我 们 以 前 没有 学 过 的 指数 为 零 的 等 .由 此 可 兄 ， 为 了 使 “ 问 底 数 宕 
福 除 的 运算 法 则 "仍然 成 立 ， 必 须 规定 ; 

3?-1; 

45-1, (2X0). 


一 般 地 。 我 们 规定 ; 任何 一 个 不 等 于 零 的 数 的 零 次 每 等 于 1 ， 即 


me | 


必须 指出 ， 零 的 零 次 宏 "“0"" 是 没有 意义 的 . 


=, ILULI 
我 们 知道 : 
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37 3x8 - 1 L 


32 3t 二 3 -m— 
3* 3x8x3x3x3x3 3x3x3x3 3 
2 axa 2 1 2.1 
7 XWaxaxaxd 'axaxa Cab) 680). 
另 一 方面 ， 如 果 我 们 仍然 用 " 间 底 数 等 相 除 的 运算 法 则 ”， 就 有 
3 二 36 一 32-6- 3-5 


a? < 
上 面 两 个 式 耶 的 右 端 是 我 们 以 前 没有 学 过 前 指数 为 负 整 数 的 寡 . 由 此 可 见 ， 为 了 使 < 同 底 
数 的 宕 彬 险 的 运算 法 则 "仍然 成 立 ， 必 须 规 定 : 


a.i 
ur 

3 l 

aco Gs). 


a 


一 般 地 ,我 们 规定 ; TEE E M EROK IERTE AER ATE NONE SER BERG 0 


7 "| 
| amio, (aA 0 。op 是 正 整数 ) | 
] 


dB. FROR R REUEL, 
引入 零 指数 宏和 负 整数 指数 寡 以 后 ， 我 们 把 指数 的 概念 推广 到 了 全 体 整 数 的 范围 ; 


而 指数 为 正 整数 时 宪 的 法 则 ， 对 于 指数 为 零 和 负 整数 的 寡 仍 然 适 用 .例如 ， 
(1) ef-a9 — a?*" — a3, (a5 0); 


(2) a7)? at uni ~ 二 (ess0 ). 


例 1 用 小 数 表 示 下 列 各 数 : 


Q) 1075 (2) 10755 (3) 1075; (4) 1074, 
-1 H 
: =l o 
解 : (1) 10 i6 a 
(2) u-- 0.01; 


l 


o= 一 
(3) 1 10 


=0, 00l; 
(4) 107- 二 -0.0001. 


ZRH, 107-5, 0.00001, ATERRO 。 
n^ 
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和 


在 生产 斗争 和 科学 实验 中 ， 为 方便 起 见 ， 常 把 某 些 正 数 尺 表示 为 一 位 整数 的 小 数 么 
《或 者 一 位 整数 ) 乘 以 10 的 整数 次 器 的 形式 ， 即 
N2Zx10*, (1 «Z-—10, 71343838. 
fiin, 2300= 2,3 x 1000— 2,3 x 105; 
0.023—2.3 x0.01—2,3 x 1073; 
0,0023 = 2,3 xX0,001— 2.3 x 1077, 
又 如 ， 钠 原子 的 重量 是 0.00000900000000000000003901 克 , 可 以 表示 为 3.901 x 2077? 3E. 
例 2 通过 对 水 的 分 析 ， 发 现 18 训 水 中 含有 6.06 x 1023 个 水 分 子 ， 求 一 个 水 分 子 的 
重量 . 


， _ 水 的 总 重量 。 18 _ 18 -2 
M: 一 个 水 分 子 的 重量 未 分 字 总 要 “6.06X16m T soe O 


一 2.97x10-25( 克 )。 
答 : 一 个 水 分 子 的 重量 是 2.97 x 107734, 
三 、 分 数 指数 
在 讲 开 方 时 ， 我 们 曾 讲 过 : 车 ”=a(% 是 大 子 1 的 正 整 数 ), 那 么 * 叫 做 & 的 4 次 方 根 。 
当 4 六 0 时 ， 用 以 4 表示 4 的 nw 次 算术 根 . 显然 : 


因为 


所 以 我 们 又 有 


根据 上 式 ， 可 以 知道 


b= yV =S 


WB, 


7 了 


一 般 地 ， 我 们 规定 : 


EE" i 
l oam Na, (E50, 省 ,是 下 整数 ) 


1 
例如 ， 5 了 MA53 
189 Mu 


GAY - oy 
VEE GR, 
RMM, HOPBUROHE— ALWEN, AUUUTTE FXEREBURGUT. GET AR: 
DURRUBIDROMOM MERT: SHMUSCIERDECRHEDRUM, OAERTN. BUR, don 


立方 .4 表示 & 的 立方 根 ， 

和 指数 为 负 整 数 时 短 的 意义 一 样 ， 当 指数 为 负 分 数 时 ， 我 们 规定 : 
| 1 - | 
| 
i ga v6 


为 正 分 数 时 ， 表 示 廉 数 的 字母 代 不 正 数 或 
Rie 


zs 

AREA. EDUIEZRADUONGICE; fud FHRA TEHE, 

SLA THROES EL 数 概 念 推广 到 了 整个 有 理 数 范围 ; 而 指数 
HERRN 


1 3. Agoi 
(1) €T. =a 


e 


m" 


M 


or 


-把 下 列 各 数 写 成 > x 107^; 


.计算 下 列 各 式 : 

(1) 36b 4a?b (2) Bath. iab; (3) (88!b)*; (4) (3a? 5); 
(5) 16at inzat, — (6) (237) ^ 

FIHA EPEN? 为 什么 > 


(1) 7t+77= T; (2) (7-12? 15 GB) C7 10715 1; (4) st = 
G) toD e (=a) aa 

(NI inm10, 2 为 正 整 数 ) 的 形式 : 

(1) 0,0035; (2) 0.0000089; (3) 空气 的 比重 为 0.,001293 克 /四 米 号 
(+) 800000000; (5) 电子 计算 机 运算 速度 为 秤 秒 1500000 次 ; 

(6; 地球 到 月 球 的 距离 为 384000000 公 里 。 


.简化 下 列 备 式 ， 使 其 不 含 负 指数 ; 


o 0) 


TH 


(4) 10°; (3) 107%; 


GEESA 
APEN ERATIE: 
G) VEG Q) vah (3) YF (4) Yahi 


1 


34a? 


ORE 


; FP 


(5) yÀ— 
V 
17. 计算 下 列 各 题 : 
G) eU; Qin d (3) (0.000005 (4) 2-V/3- 4/8 4/4 
G5) (33 «c ac(siyh 《CD oops 
(8) 4 (o5. 


.计算 下 列 各 式 : 
G) Gr) 


JA )s e QS 


-è -1 
(6) (as 3—2% $4 iy 


cup 
w EDI 


xy -riy lyy, x*—y o, 6a+ 1-a"! 
(7) (9) «ties. 


9. 简 化 下 列 各 根 式 : 


第 二 节 对 * 


在 三 大 革命 实 唉 中 ， 我 们 常会 遇 到 下 面 的 一 些 计算 问题 : 

例如 ， 某 工厂 年 产 机 床 600 台 ， 工 人 师傅 响应 毛 主席 * 抓 革命 ， eur IMERSS 
提出 今后 每 年 要 比 前 一 年 增产 20%， 问 需要 几 年 可 以 达到 年 产 3600 人 台 

设 需要 * 年 ， 那 末 有 


20 20 20 
6oof 1 X - «4 E )- 
100 100 1 + Tog) 79609, 
一 
x 个 
从 而 得 方程 
20 
koof 1 By- 
100 3600, 
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或 1,2"~= 6. 
这 是 一 个 已 知 底数 和 短 ， 求 指数 o 的 问题 ， 这 类 问题 运用 以 前 学 过 的 计算 方法 ， 还 不 能 
解决 。 

又 如 ，1970 年 4 对 25 日 ,我国 成 功 地 发 射 了 第 一 蜂 人 造 地 球 卫星 ， 这 是 毛泽东 思想 
的 伟大 胜利 : 卫星 围绕 地 球 运转 一 局 所 需 的 时 间 T (RA), h FEAR: 


T- ze T 2 Jh E X. 


dep. 833be-3.1416, JERHCERGR—637142:8. 3871 IREHES — 9 SOR /EP , TERM 
d5e.-asnH., TEER Eh = 2384 公 里 

如 有 果 我 们 把 这 些 数据 代入 公式 ， 直 挡 计 算 卫 星 的 运转 周期 ， 那 是 相当 麻烦 的 。 

我 们 将 看 到 ， 只 要 掌握 对 数 的 概念 及 其 送 算法 则 ， 这 些 问 题 就 能 比较 简便 地 得 到 解 
H. 

一 、 对 数 的 概念 

我 们 知道 ， 在 等 式 笃 = 六 中 ， 已 知 换 数 < 和 指数 REN, REL- PEREK M 
问题 、 

反 过 来 ， 在 等 式 人 = 六 中 ， 已 知 底数 4 和 形 立 ， 求 指数 2， 这 是 本 节 隐 人 赋 究 的 对 数 
和 问题. 

下 面 我 们 先 通 过 例子 来 介绍 对 数 的 概念 、 

在 103 = 1000 中 ， 我 们 把 指数 3 加 做 以 10 为 底 的 1000 的 对 数 ， 记 作 3 = fog1n1000， 
TES" log We" Ap. 

在 2 二 16 中 ， 把 指数 4 叫做 以 2 ASTE 6d 记 作 4 1 

=A. EPN 


RENARE. 
根据 对 数 的 定 义 可 得 ， 当 底数 < 一 0 ， 且 ex lme MARP = NARR log N 
是 同一 数量 关系 的 两 种 不 同 的 表 未 形式， 它们 既 有 区 别 又 有 有 联系， 并且 可 以 互相 转化 . 
指数 式 与 对 数 式 的 互 换 如 下 : 


例如 ; 10? - 100< 2~ 1og10100; 


1 
2 全 人 一 8 = log, 1 ; 


1 
4. e -dog,; 


1,2'— 6 >x = i08,,56. 
把 指数 式 写 成 对 数 式 ， 并 不 是 - .种 无 聊 的 游戏 ， 如 时 没有 对 数 式 ， 就 无 法 把 指数 式 
1.2 ~ 6 中 的 未 知 数 * 表 达 出 米 ， 也 就 元 法 计算 + 的 值 .正如 恩格斯 所 说 ;: “而 这 种 从 一 个 
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形式 到 另 一 个 相反 的 形式 的 转变 ,并 不 是 一 种 无 耶 药 游戏 , 它 是 数学 科学 的 最 有 力 的 杠杆 
之 一 ， 如 果 没 有 它 ， 今 天 就 几乎 无 法 去 进行 一 个 比较 困难 的 计算 ”. 
从 指数 式 和 对 数 式 的 互 换 中 ， 可 以 得 到 对 数 的 三 个 性 质 : 
1, V aaa, J dDoga-d, 
即 ， 当 真 数 等 于 底数 时 、 它 的 对 数 等 于 
2. S asl, gl 0 
[S Tom. TADEST 
3, Eogh m vad, oN- 0, 
邵 ， 真 数 鲁 为 正 数 (负数 和 零 没 有 对 数 ) , 
例 1 求 下 列 各 对 数 式 中 真 数 六 的 值 : 
Q) Fog N = 4; (2) logioN == 45 


(2) log, N - 3, 


解 : (1) N10! 210000; 
(2) N 2107! 20,0901; 


H — an 
(3) N= as-A8 -A 25-2, 


例 2 求 下 列 各 对 数 的 值 : 
(1) log;ió; (2) logs32; (3) log,64, 
解 : (1) v2*-16, s. loggi6— 4; 
(2) 2*-32, J^ log,32- 8; 
(3) 729-64, s. logy64— 6, 
从 例 2 丁 以 得 到 logam, 
即 ， 真 数 是 席 数 的 如 次 短 时 ， 它 的 对 数 是 短 指 数 m. 
二 、 于 数 的 运算 法 则 
由 于 指数 式 和 对 数 式 是 表示 同一 数量 关系 的 两 种 不 同 的 形式 。 因 陛 ， 我 们 可 以 运用 
已 知 的 指数 式 的 运算 法 则 来 研究 对 数 式 的 运算 法 则 ， 
1. 积 的 对 数 
本 个 正 数 之 积 的 对 数 等 于 这 两 个 因数 的 对 数 的 各 ， 即 


Dog Ni Na) log, N tlog Na (N m9 9, Na 0) | 


证 明 : WO JogN.-x, logNi-y, 
则 eN 


log, (N, Na) - log,N log Na. 
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这 个 法 由 可 以 推广 到 多 个 正 数 之 积 的 情况 ， 即 

log, (N HN e IN) Fog, N a HORN pne gu Na, 
2. 商 的 对 数 
西 个 还 数 之 商 的 对 数 等 于 被 除数 的 对 数 减 去 除数 的 对 数 ， 即 


m 7] 


N, 
N, 


| loga om N,clogN,, (Ni 0, Nu 0) | 


其 证 明 方 法 与 积 的 对 数 类 似 ， 学 员 可 矣 行 证 明 ， 
3 E BUR 


log, N" 2 P-log,N, (N= 0) | 


证 明 : 设 log N=, Wat - N, 
AN? (aT uam, 
0 doge N”. Px, 
S loga N? -pelog N, 
RAR MR EA 
VXN-NT, 


log, A N = lox, NT - Aog, 


即 有 


n | 


Log, N- deg, (N= 0) 


上 述 儿 个 可 数 的 运算 法 则 ， 是 运用 对 数 简 化 复杂 的 数量 计算 的 基础 、 


例 已 短 fogin2 0,3010. logio 3 =0,4771, 

ESEOE TEE (2) !og,40.35 (3) Lomo 9; (4) fon. 

fi: (1) Jogo 6 - log (2 x 8) log; 2 logo 8 = 0,3010 - 0,47717 0,7780; 
(2) 108100,3 ~ loi = Loi 8 ~Iogi010 0.4771 — 1 = — 0,5229 


(3) logio 9 = log,0,3* — Sof 3 = 2 x 0,4771— 0,9542; 
(4) logi 4 -logio "E = logis 2 i $ logo a - x0,20102-0,2007, 
三 、 常 用 对 数 
在 三 大 革命 实践 中 ， 经 常 使 用 常用 对 数 。 
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DAIOH ERIZ, Mog oN, MR RRITA Log: o NER AN. 

下 面 我 们 介绍 常用 对 数 的 计算 法 ， 

气 主 席 教 导 我 们 : “对 于 物质 的 每 一 种 运动 形式 ， 必 须 注意 它 和 其 他 各 种 运动 形式 
的 共同 点 。 但 是 ， 必 其 重要 的 ， 成 为 我 们 认识 事物 的 基础 的 东西 ， 则 是 必须 注意 它 的 特 
RA”. 常用 对 数 是 对 数 的 一 种 特殊 形式 ， 它 除 具 有 有 前面 齐 过 的 对 数 的 一 般 性 质 外 ,还 具 


有 一 些 特殊 的 性 质 . 
Hå V 10-1, eodg1-20; 
10'— 10, lgi0= 1; 
10? - 100, igio0- 2; 


*.-1000, lgio00— 3; 


lg100 . 
—— 
4 个 零 
Y e lg0.1=—1; 
1go,01— — 2; 


1g0,001- —3; 


由 此 可 以 看 出 : 
《1) 10 的 整数 〈 正 ， 负 ) 次 短 的 对 数 是 一 个 整数 〔 正 ， 负 ) 。 
《2) 真 数 大 的 ， 它 的 对 数 也 大 ， 
现 通过 下 面 的 例题 引出 常用 对 数 的 首 数 和 尾数 . 
例 1 通过 查 常 几 对 数 表 得 四 TT ~ 0.8374 ( 查 表 的 方法 后 面 再 作 介 绍 ) ， 求 
ireB. TT; 28687.73 L26877; ig0,6877; Lg0.06877; [g0,006877, 
解 : 1268,77 -[2(10 «6,877) - 1r10-FIgo, 871-1 40.8374; 
Íg681,1 -ig(100x 6,811) - 1«100- Ig6,811— 2 0.8374; 
1g6811—14(1000 x 6,877) — 191000 + 1g6,877 — 3 40,8374; 


1g0.6817—12(0,1 x 6,811) - ig0,1 M Igo.8171— — 1 — 0,8374; 
1g0.0687:—18(0.01 X 6,677) 1g0,01--Ig6,877— — 2 +0.8374; 
lg0.006877 = £2(0,001 x 6,877) —-ig0.001--/1g6,811— — 3 0,8374, 


BI2 通过 查 常用 对 数 表 得 28? ， 
igo,0254; 750.00254. 
f. 1425.4 - Te(10 x 2,54) - {L910 v*Íg3,54— 1 0,4048; 
18234 - 18(100 x 2,54) — 1g100 + [g2,54- 2 0,4048; 
1g2540 = le(1000 x 2,54) — Íg1000 -122,54— 3 --0,4048; 
igo. 234 -Ig(0.1x2,54) 2 Igó 1 1g2, 54 — 1 +0,4048; 
1g0,0254—1g(0,01 x 2,54) - lg0.01-- 1g2,54 — 2 + 0.4048; 


0.4048, 求 L825.4; lg254; 1g2540; 1g0,254; 


$0 


1go.00284—1/g(0,001 x 2,54) 220,001 12.54 — — 3 --0,4048, 
通过 这 两 个 例子 ， 我 们 可 以 大 出 ， 真 数 的 对 数 都 可 以 写成 一 个 整数 《〈 正 整数 、 零 或 
MER) 加 上 一 个 正 的 纯 小 数 〈 或 零 ) 的 形式 ， 其 整数 部 分 叫做 这 个 对 数 的 “ 首 数 "、 其 
正 的 纯 小 数 部 分 《或 零 ) 叫做 这 个 对 数 的 “尾数 "、 而 尾数 只 与 真 数 的 有 效 数字 "有关 :与 
喜 数 的 小 数 点 位 置 无 关 ;_ 首 数 只 与 丰 数 的 小 数 点 位 置 让 关 ， 与 真 数 的 有 效 数字 无 关 ， 
下 商 ， 我 们 分 别 介绍 对 数 〈 首 数 、 尾 数 ) 和 真 数 的 求法 。 


1. 首 数 的 求法 
O JO TO ( 战 等 于 1) M HODIE IE ERERCHUE, JUS ngo 
MRTE NN 


例如 ， 由 于 687.7 的 整数 部 分 的 位 数 是 三 位 ， 因 此 i8687.7 的 首 数 ~ 3 — 1 2. 

(2) RC inp, Hop cs doles FOR qoe Ee D EL 
个 零 (包括 整数 个 位 的 零 ) ， 首 数 就 是 负 几 ， 

例如 ，0.006877 的 第 一 个 不 为 零 的 数字 前 有 3 个 零 ， 所 以 i80.006877 的 首 数 是 一 3. 

当 对 数 的 背 数 是 负数 时 ， 通 常 把 负 号 写 在 首 数 的 项 上 ， 然 后 和 尾数 合 写 在 一 起 . 

例如 ，780.6877 一 一 1 1-0,8374 — 1,8314; 

1g0.06877— — 2 - 0,83742,8314; 
1g0,0068:1— — 3 —-0,8374-- 3,8374, 
应 该 指出 ，2 .8374 和 一 2.8374 是 不 同 的 ， 
2.8374 一 一 2 十 0.8374。 

pid —2,8374— —( 2 0,8374) - — 2 —0,8374. 

2, BR E 

真 数 的 对 数 之 尾数 可 以 在 《数学 用 表 》》 中 的 对 数 尾数 表 (简称 对 数 表 ) 里 找到 . 

对 数 表 中 ， 标 有 立 的 一 直列 和 上 、 下 两 横行 的 数 是 表示 真 数 的 有 效 数字 ， 其 余 的 数 
是 对 数 的 尾数 《但 略 去 了 小 数 点 ) ， 最 后 一 栏 是 修正 值 . 

于 面 ， 我 们 通过 例题 说 明 对 数 玫 的 查 法 

例 5 查 表 求 出 4525.4 的 尾数 . 

解 ，25.4 的 有 效 数字 是 254， 先 在 对 数 表 六 所 在 的 直列 中 找到 25, 再 从 六 所 在 的 机 行 
中 找到 4， 然后 在 直 询 与 模 行 的 交叉 处 找到 4048， 于 是 i825.4 的 尼 数 就 是 0.4048， 

Ha 查 表 求 出 583 .5 的 尾数 。 

Wi: 3,5 的 有 效 数字 是 35. 先 在 对 数 表 六 所 在 的 直列 中 找到 35， 再 从 NN 所 在 的 横行 中 
我 到 0 ， 然 后 在 直列 与 横行 的 交叉 处 找到 5441， 于 是 碟 3.5 的 尾数 是 0.5441。 

B5 查 表 求 出 1865.43 的 尾数 . 

解 : 65.43 的 有 效 数 字 是 6543， 先 根据 6543 的 前 三 位 数 654 查 对 数 表 ,找到 数字 8156， 
再 根据 它 的 第 四 位 数 3 ， 在 修正 值 栏 内 找到 相应 的 数字 2 ， 然 后 把 2 加 到 8156 的 最 后 一 
个 数字 上 ， 得 到 8158， 寺 是 1g65.43 的 尾数 就 是 0.8158， 


* 一 个 数 的 有 效 数 字 ， MALAK, 就 是 失掉 这 个 数 的 小 获 点 及 其 前 夯 《 即 左边 》 和 后 面 《 即 右边 ) 所 有 的 窒 ， 
所 剩 下 的 那 一 段 。 例如，0.0237 的 有 效 数字 就 是 237，953700 的 有 效 数字 就 是 9537，0.208 的 有 效 数字 就 是 208。 
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例 6 求 下 列 各 对 数 的 值 : 
(1) /ges,4; (2) lg3.5; (3) tg65.43; (4) 7280.06543 ， 
LE 
(1) 因为 25.4 之 整数 部 分 的 位 数 是 2 ， 所 以 1525 .4 的 首 数 是 1; 在 例 3 中 又 已 可 得 
其 尼 数 是 0.4048; 因此 得 
lg23,4=1,4048, 

(2) 因为 3.5 之 整数 部 分 的 位 数 是 1 ， 所 以 183.5 的 首 数 是 03 在 例 4 中 又 已 查 得 包 
数 是 0.5441; 因此 得 

1g3,5--0,5441, 

(3) 因为 55.43 之 整数 部 分 的 位 数 是 2， 所 以 i65.43 之 首 数 是 1; 在 例 5 中 又 已 查 
得 其 尾数 是 0.8158; 因此 得 

ig65 ,43 一 1.81583. 

(4). 因为 0.06545 的 第 一 个 不 为 零 的 数字 前 有 ? 个 零 , 所 以 180,06543 的 首 数 是 2; 

又 因 lg0,06543 的 尾数 与 1865 ,43 的 尾数 相同 ; 因此 得 
1g0,06543 2 2,8158, 

3. 真 数 的 求法 

已 若 对 数 ， 要 求 真 数 ， 就 要 查 反 对 数 表 (或 者 叫做 真 数 表 ) . 

在 反对 数 表 中 ， 标 有 mr 的 直列 和 上 、 下 两 行 表示 对 数 的 屁 数 ， 其 余 的 是 真 数 的 育 效 
Er, Ru- ERBER. 

因为 对 数 的 首 数 只 与 真 数 的 小 数 点 位 置 有 关 ， 而 与 真 数 的 有 效 数 衬 无 关 ， 因 此 ， 根 
据 对 数 求 真 数 时 ， 可 符 时 不 管 省 数 ， 只 根据 尾数 查 反对 数 春 ， 得 到 真 数 的 有 效 数 字 ; UA 
异 再 根据 首 数 来 确定 真 数 的 小 数 点 的 位 置 . 

A7 求 下 列 各 对 数 式 中 的 真 数 ; 

(1) IEN - 5,3328; (2) igN = 8,4280; (3) IZN = — 0,8341. 

#: 

(1) 由 于 对 数 的 半数 是 0.3328， 查 反对 数 表 ， 得 真 数 六 的 有 效 数字 2152; 再 根据 对 
数 的 首 数 是 2 ， 可 知 真 数 闪 的 整数 位 数 是 3; 因而 

N-215,2. 

(2) 由 于 对 数 的 尾数 是 0.4280， 查 反对 数 表 ， 得 真 数 立 的 有 效 数字 2610; 再 根据 对 
数 的 首 数 是 一 3 ， 可 知 真 数 的 第 一 个 不 为 零 的 数字 前 面 有 3 个 零 { 包 括 整 数 个 位 的 零 ); 
去 而 

N - 0,002619, 
(3) 7. LN - —0,834L— —0,83414 1 — 1 —0,1659 — 1 —1,1659, 
En N 0,1455, 

(对 数 为 负数 虹 ， 必 须 先 把 它 化 成 负 首 数 与 正 尾数 之 和 的 形式 ， 再 查 表 求 真 效 . ) 

可 、 对 数 的 应 用 举例 

遵照 毛 十 席 关于 “ 抓 葡 了 世界 的 规律 性 的 认识 ， 必 须 把 它 再 四 到 改选 世界 的 实践 中 
法 ”的 教导 ， 下 面 我 们 运用 对 数 及 其 运算 法 则 ， 来 解决 本 节 开 头 所 提出 的 问题 ， 
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例 1 计算 56,2x0,09042, 
解 ， 设 N-56,2x0,00012, HARY, F 
LEN = ig(55,2 0,00042) - 1g56,2-- 1g0,00042, 
igsó 1,2497 
+ igo ,00042 — 4,6232 


Gà B ES Fe cU d ure xc RE ROT GE SE ERU UBI 1 1 22) 
FERIAK, 
N =0,02360, 
Bp 56,2 x 0,00042 — 0.02360, 
例 2 计算 0.1614 4585, 
NX N-0.1624— 4185, HARYA, 4 
LEN = g(0.1614-- 4185) — 1g0 1074 — Lg4785. 
1g0.1674—1,2238 
—)igat85 = 3,6799 


IEN =5.5439, 
GAEE AERAN SO TREER DIARRA REE, An 
&1-1-8-5.) 
再 查 反对 数 表 ， 得 N —0.00003498, 
部 0,1674 +4785 = 0.00003498。 
例 5 计算 (0.2225). 
«ox N=(0.2325)°, WARNY, 
IgN=lg(0,2325)°= 6 x1g0,2325, 
1g0.2325 1,3664 


FARNAK, 8 
N -0.0001579, 
Bp (0,2325)? = 0,0001579, 
BA 计算 Vodsa. 
geo 六 一 /0.1847， 两 边 取 对 数 ， 得 
lgN = 4180.1847, 


1g0,1847 —1,2664-- — 5 +4,2664* 


* 这 里 因为 首 数 - 1 不 能 被 5 整除 ,所 以 把 - LR 5 + 4 ,于 是 1,2664 = ~ 5 40,2664 — 5 4.2664; 
将 一 5 +4,2664 除 以 5， 就 可 以 直接 得 出 对 数 形式 的 答案 1.8533。 
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5,78 4,2664 
— 10,8533, 


5 IgN=71.8533, 


再 查 反 对 数 表 ， 得 
N=0.7134, 
即 A/0,1847 7 0,1134. 


y (75.36)? 
例 5 计算 2.78x1 0,637 ^ 


" E (—5.19? (5.16)? u 
Ad N =e xv 9.61 2,18% V 0,631 ^ 
BIAUNJE— US MAERA MAR- NIS RPBOIEROER. 
No (5.16) 


2.78 0.637 ' 


lg =N) = ales 6 (1g. 76» 41g0.637) 
2 Ax 
=3 x0.7126 一 (0.4440+ 2 xT.8041) 


-2,1378— (0,4440 + 1,9021) 
=2,1378—0,346l 
-1.1917， 
再 查 反 对 数 表 ， 得 
=N =61,90, 
N - —61,90, 
NNCHMNON 
2.18 xV 0,631 
Bla 解 方程 1.2 -6 《本 节 开 头 提 出 的 第 一 个 问题 》。 
解 : 两 边 取 对 数 ， 得 
xlgi.2--0g6. 


即 


= —61,90, 


€. RENE, 
例 7 计算 我 国 第 一 颗 人 造 地 球 卫 显 的 运转 周期 了 。 


T=-2ny E(1 + htta) ， 


其 中 地 球 半径 愉 = 6371 公 里 ， 重 力 加 速度 8= 9.8 米 / 秒 ?， 近 地 点 和 = 439 公 里 ， 


Ah = 2384 公 里 , 
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远 地 


61 439--2384 M 
: T= y- (i + i 
p: 2 x3,1416 9.8 X107? 2X6311 


gan x 107) ( 15565 y 
26,2833 7—— —— (M) 
6,283 ( 9.8 12742 


6,311 x1 -( 1,857 y 


=6,2 
6.283( 9.8 1,274 


lgT ~ 196,283 +1 {lg6.371 + ig10° — Ig9.8) «San ,S57—1gi, 214) 
0,1982: 1-(o, 8042 6 0,9912) 3 (0.1923 - 0,1082) 


—0,7982--2,9065-- 0,1301 
— 8,8854, 
7T-—6845($5) -114 (41) . 
T: 卫星 运转 的 周期 约 为 114 分 。 
例 8 ”我国 工人 创造 的 “ 群 钻 " 比 一 般 麻花 钻 优越 。 通 过 实验 得 到 群 钻 在 销 钢 时 的 轴 
向 力 计 算 公式 为 : 
P =130,6V 70H DIST 【公斤 ) 4 
一 般 麻花 钻 的 思 向 力 计算 公式 为 : 
$-68,7D'S97 CAR), 
NURSE ELISD = 20 毫 洲 ， 走 刀 量 S =0.32 毫 米 / 转 ， 切 前 速度 F= 25 米 /分 ， 问 群 钻 的 轴 
向 力 比 麻花 钼 的 轴 向 力 减 少 了 百 分 之 几 ? 
解 : 群 钻 在 钻 钢 时 的 轴 向 力 为 : 
P =130,6 x 25 tt x 301 x 0,3299. 

*eIgP =1g130,6 + (—0,44)1g25 -1,11g20-- 0,511g0, 22 
—2,1158—0,44 x 1,3979 1,1 x 1,3010--0,57 X 1,5051 
-2,1188—0,6151 41,4311 - (0,51) -- 0,2879 
73,8348 —1,1851— 2,6497, 

P =446.4 (BF). 
ARTE Bi Te Sh HERB H 73 2o 
$-568.1x20!x0,32^7, 

Vvodgb-lgon,T o 1g20--0,71g0,32 
—1,83103.1,3010--0, 7 x 1,5051 
— 8,1880 + ( — 0, 7) 0,3536 
—8,4916—0,7— 2,1916, 

b-618,9 (ZF) . 


-P _618.9—446.4 
n $ 618,9 


答 : RÉAHÉU 9151 2] HORAE RS DU 80000071 P T 21,896, 


: =0.278=27.8%. 
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X: SAHR 
BOE EFIE 
元 理 数 6 (0—2,71828 
TARN, 

HTAR REN REHIN 的 方 活 ， 我 们 先 来 证 明 " 换 底 公 式 ”: 


dod log,N =s, WjateN, 
WARGA b XIX 49 


loga? =log, N 


xlogua -lo 


log N 


loga “ 


BI log, N = DaN. 


og " 


ERREAK. Wae- 


mN - EN 


Ige ' 


ige=-1g2,T18= 0,4343, 


ned a. loaz 
O lle 0.4343 t 


RAER, (HE FD ARREA: 


303, 


B) 求 144 与 i410 的 值 . 
d: 174 ==2,303184=2,303 x 0,6021 =1,387; 
1n10—2,303/g10 — 2,203, 


3 A 

1 .把 下 列 指数 式 化 成 对 数 式 : 
(1) 35-429; (2) met, (3) 107? 20,01; 
(5) 16 = 4; (6) 107 —25, 
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ITERAR P. ZADA E H Ae. 
D) 为 底 的 对 数 ， 即 fogs ,叫做 自然 对 


(4) G) 


5 1 
sz 


2 .把 下 列 对 数 式 化 成 指数 式 : 


(1) log,64= 65 


(4) log, 4 == 33; 


(2) log 2 = 33 


(5) loga de 34 — (8) legN =y, 


(3) log,,0,0012 — 35; 


3. 求 下 列 各 对 数 的 得 

(1) zogs1， logal, logiol, bogil; 

(2) zo8 .3 togs3, Lopgto10 log,e(e -2,11828-), 
4. 求 下 列 各 对 数 式 中 真 数 六 的 值 : 

G) oN =s; CD) logi N=; (3) iogoN-3; 


(4) dog; N- 01 
SORTIR RNE: 
(1) 402,355; 


(4) 2og:9; 
3 


(5? fog; N = 1; (6) log, N— — 1, 


(2) log,,0,00001; (3) log, 8; 


8; (8) logo27, 


G. tiAniogs 0,6990, loz,,3 -0,1?71, 


(1) Yogiolsy 
(42 lor1o150; 
7, 查 表 求 下 州 各 对 数 : 


求 


(2) logati; (3) fog v^ 55 
(5) log.,0, 0015, 


(1) Zg,25; (2) 1g4,09; (3) 485436; (4) Ig24868; 
(8) iz2041; (6) 中 0.5; (1) lg0.025; (3) /20,00453; 
(9) 1g0,00907123; (0) !g328100, 
3 ,把 下 列 负 首 数 和 正 屁 数 之 和 改写 成 一 个 负数 的 形式 : 
(1) 2,2538; (2) 1,9378 (3) 3.1001; (4) 4,9116, 
9 .把 下 列 各 负数 改写 成 负 首 数 和 正 屁 数 之 和 的 形式 : 
(1) —1,8394; (2) — 0.5763; (3) —4.3001; (4) —0.0840, 
10, 查 卖 求 下 列 委 对 数 式 中 的 真 数 : 
.7483; (2) IEN — 0,6415; (3) lgN — 1,6022; 
.3524; (5) lgN — 3,2648; 2 


„4939; 
(19) LEN =0,5; 
IETHER: 
(1) 2.1742 41,5136; 
(3) 1,4845 41,1196; 
(5) 1,7128 x 
(1) 2.4836 2 
2 
5 


E 
; 


(9) 2,0655 x 


(8) tgN - 5,1015; 
(CD /gN = 0,98; 


(2) 8.4932 -- 1,0158; 
(4) 1.3516 — 2,6432; 
(6) 1,6134 x 
(8) 3.76084 4; 
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12. 利 用 对 数 计算 于 列 各 式 的 值 ; 


(1) 24,51 x1,584; (2) 3,146 x 0,037 x 0,1302; 
(3) 34,13 0,158; (4) (0,245)5; 
ORT (6) 24,3 x (21,14)45 
(T) 40.4568: (8) (-3.51)! x 73. 

18, FI HEBR AGEETET 9048 ORIRE: 
(1) imn100; (2) Iii05; (3) ino,48, 


14, E £ — CT, FELRURLDERI BUR RC BARAZI HERURUR. (REBT 
一 个 月 的 利息 三 分 】， 利 上 滚 利 . SURE AS Blogo E (Ip e ACTU I K 
大 和 爷 多 少 钱 ? 

15. 某 钢铁 三 ,1972 年 的 钢 产 量 比 1971 年 的 钢 产 量 增加 30%， 并 且 以 后 每 年 的 产量 者 
比 前 一 年 增加 30%， 已 知 1971 年 的 钢 产 量 是 100 万 吨 , 问 大约 几 年 时 间 这 个 钢 厂 的 钢 产 量 
可以 达到 300 万 吨 。 

16. PAWR PE R=6371 公里 ， 重 力 加 速度 &=~ 9.8 米 / 秒 ?， 试 计算 第 一 宇宙 速度 
V= 1 gsR 和 第 二 宇宙 速度 fs = vog, 

17. 试 计算 我 国 在 1971 年 3 月 3 日 发 射 的 科学 实验 人 造 地 球 卫星 的 运转 周期 


Tes A (Qua sy, 


其 中 地 球 半 径 尽 = 6871 公 里 ， 重 力 加 速度 8= 9.8 米 / 秒 *， 近 地 点 ^ = 260 公里 ， 远 地 点 
h,-182675H, 

18, ELUEE GE E b A GLA RO TRE Ug M — 10 9V7 22 DU 9* SCA E REX), — 
BUREE BO TEREA SEO m —34 5D STU Jp EK), MRA REED - 20 DK GE 7I 
量 5=0,32 豪 米 / 转 , 切 前 速度 了 = 25 米 /分 , GUEST BUE EEBRTE ANT ERD HE L 


第 三 节 计算 尺 简介 


对 数 计算 尺 〈 简 称 计 算 尺 ) 是 很 据 对 数 原理 而 制造 的 一 种 计算 工具 ， 它 具有 结构 简 
Xo BEDE HARRERA 
在 工程 计算 中 常常 使 用 它 . 
一 、 计 算 尺 的 构造 和 刻度 原理 
1 .计算 尺 的 构造 
计算 尺 种 类 很 多 ， 一 般 计算 尺 
的 构造 如 图 4 一 1 所 未 ， 它 是 由 定 ar. 
R 请 尺 和 游标 三 部 分 组 成 的 Sj VER 
OO 定 尽 :计算 尺 的 固定 部 
As 包括 上 尺 和 下 尺 ; 
(2) 滑 尺 :在 上 下 尺 间 能 左 图 4 一 1 
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右 滑动 的 部 分 ; 

(3) 游标 : 用 延明 材料 制 成 ， 套 在 定 尺 上 面 ， 可 以 左右 光 动 ， 游 标 中 间 刻 有 一 条 
红色 细 直 线 ， 叫 做 准 线 ， 用 来 读数 或 对 齐 数字 . 

在 定 尺 各 滑 尽 上 都 刻 三 许多 尺度 ， 一 般 计算 尺 都 有 以 下 几 种 常用 尺度 : C. DROR. 
本 尺 ， 可 用 来 作 乘除 、 比 例 等 运算 ) ; 4、 召 尺 《 平 方 尽 ， 与 C 或 D 尺 配合 ， 可 求 一 数 的 
平方 或 平方 根 ) ; 及 尺 《 立 方 尽 与 C 或 D 尺 配合 ， 可 求 一 数 的 立方 或 立方 根 ). 此 外 ， 
还 有 倒数 尺 、 常 用 对 数 尺 以 及 三 角 函 数 尺 等 .这 里 我 们 只 介绍 C、D 尺 的 刻度 原理 和 使 用 
方法 

2.C、D 尺 的 刻度 原理 

一 般 C 尺 刻 在 滑 尺 上 ，D 尺 刻 在 定 尺 上 ,它们 的 刻度 完全 相同 ， 因 此 ， 只 要 介绍 和 尺 
的 刻度 原 至 就 可 以 了 

在 C 尺 中 ， 从 左 端 线 的 刻度 1 到 右 端 线 的 刻度 10 之 间 的 距离 为 1 个 长 度 单位 . 以 左 
端 线 为 准 ， 在 与 它 的 距离 为 84C 1 c exR10 AA] En ARE, AIRE 2, 2. 4. 0.0 
与 左 端 线 的 距离 如 下 表 所 去 : 


tex | 0 [0.301 [o,4?7]0. 602 0,6990, 178 | o. a4 | o. 02 | o, 954 | J 


在 尺 面 上 的 刻度 如 图 4 一 2 所 示 。 这 样 的 刻度 1，2，3，4… 9 ,10 叫 做 一 级 刻度 . 在 每 
相 邻 的 两 个 一 级 刻度 之 间 ， 例 如 1 与 2 之 间 ， 青 刻 上 二 级 刻度 1 ,2 ,3 ,…,，9 分 别 表示 
1,1,1,2,1,3,…,1,9， 它 们 与 左 端 线 的 距离 分 别 为 81.1,181.2,181.3,…lg1.9， 同样 
在 每 相 邻 的 两 个 二 级 刻度 之 间 再 
刻 出 三 级 刻度 . 这 样 ， 如 果 要 在 
C 尺 上 读 出 数 6.25， 可 先 找到 一 
级 刻度 6; 在 一 级 刻度 6 和 7 之 
闻 找 到 二 级 刻度 2 ; 再 在 一 级 刻 
度 2 和 3 之 问 找到 三 级 刻度 5 
(如 无 三 级 刻度 可 用 日 测 》， 此 Eidi 
刻度 线 就 表示 数 6,25. 图 4 一 2 

超过 10 或 小 于 1 的 数 如 何 碍 C 尺 上 读 得 呢 ? 

在 对 数 里 我 们 知道 :有 效 数字 相同 而 只 有 小 数 点 位 置 不 同 的 数 ， 它 们 的 对 数 的 尾数 
是 相同 的 ， 不 同 的 内 是 首 数 . 例 如 10~100 的 对 数 ; 


n 10| 20 son jeja $ |e 100 


len 1 li .so 本 上 .845|1.903 1.954| 2 


ci 15 $ 4 8$ 618?" 


gre 
4947 0.602 


451021 


— 
xn 


由 上 表 与 前 而 1 10 的 对 数 表 对 照 ， 可 以 看 出 ， 从 1 到 2 , 3 ,… 的 距离 ， 与 从 10 到 20， 
30,… 的 距离 是 相同 的 ， 即 它们 在 C 尺 上 的 刻度 相同 .因此 ，C 尺 上 虽然 只 刻 了 1 一 10, 但 
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在 应 用 上 ， 可 读 作 10~ 100，100~1000，… 或 0.1 一 1,0,010,13; e UREK HA 
数字 相同 而 只 有 小 数 点 位 置 不 同 的 数 ， 可 在 人 、D 尺 上 同一 刻度 处 读 得 .例如 在 刻度 6.25 
"b. W[DEMEG2.5. 625. 0.625, e 所 以 应 用 C、D 尺 计 算 时 ， 读 得 尺 上 的 读数 后 ， 
必需 进行 定位 ,才能 得 到 所 求 的 答 数 ， 

二 、 利 用 C,D 尺 作 乘 除 运算 

1. 利 用 C.D 尺 进行 乘法 运算 

我 们 先 来 看 ， 利 用 两 条 相同 
均匀 刻度 的 直 尺 对 和 和 ， 可 以 
IMRE. AMR? = 3， 
BAME — 2 BUS. 图 4 一 3 

我 们 知道 ， 根 据 对 数 运算 法 则 ， 可 以 把 严 、 除 运算 ， 转 化 为 加 、 减 运算 .因为 C、D 
尺 是 根据 对 数 原理 刻度 的 完全 相同 的 两 条 尺 ， 所 以 利用 C.D 尺 就 可 以 进行 乘除 运算 。 

计算 x-axb, 
BARAZ 4j 

lgx —lg(ab) — lua -- gb, 


igb 


ERNI ARAA 6， 只 要 用 ga 

一 一 - 
€, D. 只 作对 数 加 法 就 可 以 了 .和 NELLE 
I 4—4H x, 图 4 一 4 


BC. PRIH ax bip T: 
(1) NER, HOEBPEDR Lise 
(2) 抽动 滑 尺 。 使 准 线 对 准 C 尺 上 的 左 端 线 1; 
(3) 再 移动 游标 ， 使 准 线 对 准 C 尺 上 的 5 
那 末 ， 在 准 线 下 所 对 D 尺 的 刻度 就 是 所 求 积 的 读数 。 
这 个 运算 过 程 可 简单 表示 如 下 : 


再 用 合算 法 定位 ， 就 得 答 数 . 

例 1 计算 2x4, 

He (i1) 移动 游标 ， 使 淮 线 对 准 D 尽 上 的 23 

(2) 抽动 滑 尺 ， 使 准 线 对 准 C 尺 的 左 端 线 1; 

(3) 再 移动 游标 ， 使 准 线 对 准 C 尺 上 的 4; 

那 未 ， 在 准 线 下 所 对 D 尺 上 的 刻度 8， 就 是 所 求 的 积 ， 即 

2x4=-5。 

$012 计算 3x4, 

Wi AURISDEIGEGR, BAN. BOEGODEDR ES), PAWR EobDADE 
C 尺 上 的 左 端 线 1 ， 那 末 ， 当 准 线 对 准 C 尺 上 的 4 时 ， 淮 线 已 落 在 DP 尺 外 画 了 , Bits A 

20 


BEDR ESI, 

但 前 面 我 们 知 遵 : 有 效 数字 相同 ， 而 只 有 小 数 点 位 置 不 同 的 数 ， 可 在 C、D 尺 上 池 
一 刻度 处 读 得 . Eb. C 尺 右 端 线 10 和 左 端 线 1 EHEAR. AMRETA W 
Hi 

(1) BAW (OEBOIWEDR Eft 35 

(2) WARR EERI 
准 C 尺 上 的 右 端 线 10; 


g -4 
(3) 再 移动 游标 ， 使 准 线 -$4 1-4 
AhECR Efi 4; [ET I 
7 [Diu 3 1 
那 术 ， 在 准 线 下 所 对 古 尺 上 z 


的 刻度 1.2 就 是 所 求 积 的 读数 OL 


(图 4 一 5) .经 定位 得 图 4 一 5 
3 x 4-12, 
BE: 
Igi. 2o Ig- EC 3 x 4) -1gio 


=lga +ig4 —1-1g3 —(1—1i24), 
Biz 计算 56.2x0,00042, 
和 解 : 《1 ) 求 积 的 读数 .运算 过 程 如 下 ; 


C 4.2 ' 10 


D C2.36)] 5.62 


(2) 用 估算 法 定位 : 
56,2X0,00042-2- 56 X 0,0004 — 0,0224, 
56,2 X 0,00042 =0,0236, 
例 4 计算 1800x666,7x0,017, 
Be 01) 求 积 的 读数 ， 先 计算 1800 x 666.7= 4(4 是 中 间 结 果 可 不 必 读 出 ) ,运算 过 
程 如 下 : 


C 6.667| 10 


951 


(2) 定位 : 
1800 x 666,7 x0,017=1800 x 708 x 0,02 
— 25200, 
1800 x 666,7 x 0,017 —20400, 
2. 利 用 C、D 尺 进行 除法 运算 
计算 x-a-b. 
两 边 取 对 数 ， 得 
lgx -Ig(a-b)—iga—igb, 
上 式 说 明 ， 为 求 商 &= 0. REN 
C、D 尺 作对 数 减 法 就 可 以 了 ,如 
图 4 一 5 所 示 . 图 4 一 6 
HC. DR —- 的 步骤 如 下 : 
(1) 移动 游标 ， 使 难 线 对 准 刀 尺 上 的 4; 
(2) 抽动 滑 尺 ， 使 准 线 对 准 C 尺 上 的 从 
(3) 再 移动 游标 ， 使 准 线 对 准 C 尺 上 的 1 (X10) ; 
那 末 ， 在 准 线 下 所 对 中 尺 的 刻度 就 是 所 求 商 的 读数 . 这 个 运算 过 程 可 简单 表示 如 下 : 


C (或 b 
E E a 


BERAE, RUPEM 
例 5 计算 0.1614--4785。 
M CIO 求 商 的 读数 .运算 过 程 如 下 : 


《2 》 定 位 : 
0.16745 4785 —1,7 x 107! - 9,48 X 10* 
728,8 x107, 
Z2 0,1674 4785 = 0,000035, 
He 计算 724-18600-0,06, . 
解 : 连续 除法 与 连续 飞 法 一 样 ， 不 需要 读 出 中 间 结 果 。 
(1) 先 计算 724<13600， 送 算 过 程 如 下 ; 
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再 计算 4a+0.06《 不 动 游标 ， 抽 动 滑 尺 ) ， 运 算 过 程 如 下 ; 
cle 


D | a 


10 


(8,93 
(2) 定位 ; 
124-13600--0,06-- 700 + 14000+0.1=0.5, 
124--13600— 0,06 —0,89, 
3. 8HC, DRGERGRUEIE GS RE 


HAC, D 尺 作 乘除 混合 运算 LEC, ag SG RR ROG. M 


d.e 


AN 


这 样 ， 常 常 可 以 减少 抽动 滑 尺 的 次 数 ， 收 到 计算 迅速 .结果 较 准 确 的 效果 。 


i 3.8x6,9» 75 
£7 计算 77 8.4x3.2 


WO O) 求 结果 的 读数 ; 
(D 求 3,38<8,4=4a。 适 算 过 程 如 下 : 


© 求 4x6.9=5b, 运算 过 程 如 下 : 


© ， 求 ?3.2 -ec, 运 算 过 程 如 下 : 


© 最 后 ， 求 cx75， 运 算 过 程 刘 下 : 


(2) 定位 : 
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N T9» 

HC, DRAYSET AUR B: 

(1) 1,934 x 5,31; (2) 3.02 x 5,12; 

(3) 1,85x6,2X 4,75; (4) 3.127 83,5; 

(5) 0,0287 0,001369; (6) 2.84465,2x5.19; 

-y 295x374. 1x5.85 

D xa (8) EELER 05" 

复 习 师 

NES EA ?者 不 等 于 0 FI FANEN Ai iA URGE SEAT, 并 说 明理 由 : 
{1) 4" o" h(a* (2) (a- b)" gatb"; 
(3) (a+b) ja? Ls (4) a? 5b? ; 
(5) aije"; [OE 


(CD Sw. 


2, SE Y PL SR: 


Q) (pa7b?) (0 Babet) — (2) GT stt) + (581 yta) 

(3) (2447757 (0 (353 = y5) s 

(5) (a7? +b (e73 — 6725 (6) (227! — 1)(247* £1); 
3-2 T2 1l qii 

CT) n uh T) j H (8) 242x3.5a35x 3; 


"M A 
(9j (2027035 5) - acto (0) EX» i; 


G1) Sab + eb; a2) (2 $00)’s 
a3) C iix oH (42 («8 i)a een). 
3. 利 用 对 数 计算 下 列 各 式 : 


0.7361 x 0,03715 " 
1) -27861 x 0.03715 . 14Y5 
a) 2.165x0.8717 ^ (2) (0,03714); 
5 GETE 

(3) 40.35715 (ORN Jar 
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(5) Vis Gs (6) 2,1875; 


(1) (70,3684 x 21,5); (8) 9:267. 


4 六 径 为 R 的 球体 体积 Y= $mR? (其 中 w=3.142) ， 如 果 尺 = 18.75 MK. ORE 
BV. 

5 BERNER V — a Hua - 3 142, REMEE I EH XS DRE HI RC, 
试 求 直径 为 2 毫米 ， 长 是 1000 米 的 钢丝 的 重量 〔 已 知己 的 比重 是 8.55 克 /厘米 ?) . 

6, 一 万 二 千 巍 求 讨 机 ， 它 的 主 工 作 缸 中 段 是 一 种 内 ， 外 直径 分 别 为 848 毫米 、13 
CK ds 2383 毫米 的 空心 加 岳 柱 ， 在 浇铸 前 需要 先 计算 它 的 重量 ， 已 知 锅 的 比 重 是 
7.8 克 /厘米 3。 问 需 用 多 少 钢水 来 浇铸 

7. 灯 光 三 每 生产 一 批 灯泡 ， 都 要 进行 质量 答 租 ， 在 测试 灯泡 的 据点 时 数 时 ， 是 用 升 
高 电压 的 方法 进行 的 .在 实验 中 ， 工 人 师 传 总 结 出 升 高 电压 和 燃点 时 数 的 变化 关系 是 : 


Py (US TU 
(=) mien. 

其 中 Lo 是 额定 电压 ， 且 是 在 To 下 郝 点 时 数 ， 忆 是 实验 电压 ，# 是 在 口 下 髓 点 时 数 ， 妇 果 

Co=220 伏 ， 标 准 燃点 时 数 如 = 1000 小 时 ， 癌 当 实 验 电 压 怠 为 306 伏 时 ， 燃 点 时 数 上 是 多 

少 小 时 ? 


8, Tei SE PIS HAEHAA IR ACBURCAGU RE: 


A1 


E] 


Me TUTUK pma 
N n AO 


GAK =1,M=1010. yg 0,118, (67 9420. Pma =T, 2,7595, Ms, 
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第 五 章 简单 函数 及 其 图 象 


客观 事物 都 是 在 不 断 地 运动 和 变化 着 的 ， 为 了 反映 事物 的 运动 和 变化 ， 数 学 上 引进 
变 昌 的 概念 ， 正 如 恩格斯 所 指出 的 :“ 有 了 变数 ， 运 动 进入 了 数学 ， 有 了 变数 ,辩证 法 进 
入 了 数学 ”。 

在 这 一 章 里 ， 我 们 将 建立 变量 和 反映 变量 之 问 相 互联 系 的 函数 松 念 ， 并 讨论 ~- 些 简 
单 函数 及 其 图 象 ， 


第 一 节 ”变量 和 少数 


一 、 常 量 和 变量 

EERME: “无 论 什 么 事物 的 运 田 都 采取 两 种 状态 ,相对 地 静止 的 状态 和 显 落地 变 
动 的 状态 。” 在 观察 各 种 自然 现象 和 生产 过 程 时 ,常会 过 到 两 种 状态 的 量 ! 一 种 量 是 相对 
不 变 的 ， 即 在 某 个 过 程 中 ， 只 取 一 个 固定 的 数值 ， 这 种 量 叫做 党 最 ; 另 一 种 量 是 不 断 变 
化 的 ， 即 在 某 个 过 程 中 可 取 不 同 的 数值 ， 这 种 量 叫做 变 綦 . 

例如 ， 汽 车 以 每 小 时 30 公 里 的 速度 行驶 ,行驶 的 路 程 随 着 行驶 时 间 的 增加 而 增加 ,所 
以 在 这 个 过 程 中 ， 时 间 ! 秋 路程 S 都 是 变量 ， 而 速度 F - 30 公 里 /小 时 却 是 常量 

又 如 ， 重 物 在 地 面 附近 自由 下 落 ， 在 到 达 地 而 之 前 ， 它 的 速度 越 藩 越 快 ， 随 着 二 落 
时 间 的 增加 而 增加 ， 下 落 路 程 也 越 来 越 大 ， 所 以 在 这 个 过 程 中 ， 时 间 纪 路 程 S 和 速度 T『 都 
是 变量 ， 而 重力 加 速度 5= 9.8 米 / 秒 * 却 是 常生 . 

必须 注意 ， 一 个 量 是 常量 还 是 变量 ， 并 不 是 绝对 的 ， 应 根据 问题 的 不 同 要 求 ， 其 体 
地 进行 分 析 . 例 如， 气温 变化 会 可 起 机 器 上 轴 的 长 度 的 变化 .在 实际 工作 中 ， 当 气温 变 
化 而 引起 轴 长 微小 变化 时 ， 通 常 把 轴 长 看 作 常量 ; 而 在 较 精密 的 机 器 上 ， 即 使 轴 的 长 度 
变化 很 微小 ,也 会 影响 机 器 的 精 上 度 , 这 时 就 应 将 轴 长 看 成 变量 ,以 估计 它 对 精度 的 影响 .…- 
般 说 来 ， 如 果 一 个 变量 在 所 讨论 的 过 程 守 变 化 很 小 ， 而 且 对 于 实际 需要 来 说 可 以 看 作 不 
变 ， 就 把 这 个 变量 看 作 常 量 . 

在 数学 中 ， 常 量 一 般 用 字母 <8; 竺 表示， 变量 一 般 用 4、y、E 等 表示 ， 而 yo dE 
用 来 分 别 表示 变量 *\.y.t 取 的 某 个 特定 但， 

Z BE 

毛 主席 指出 :“ 一 切 客观 事物 本 来 是 互相 联系 的 和 具有 内 部 规律 的 ?. 反映 窜 现 事 物 
的 各 种 变量 也 不 是 孤立 变化 的 ， 而 是 互相 联系 的 . 因此 ， 我 们 不 仅 要 研究 事物 的 数量 变 
化 ， 而 昌 刘 重 要 的 足 研 究 各 个 变 盟 之 间 的 相互 依赖 共 系 及 其 内 部 规律 。 数 学 中 的 淆 数 闪 
系 就 是 反映 变量 之 闸 - 一 种 最 基本 的 、 最 重要 的 依赖 关系 . 

Bl 我国“ 东风 号 ”万 吨 级 远洋 货轮 ， 以 每 小 时 17 湿 的 速度 航行 ， 那 么 航行 的 路 盘 
S W) 和 时 间 i (小 时 ) 之 间 有 下 面 的 关系 : 
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S -it, 


当 f= 1{ 小 时 ) 时 ， S=1Tx1>=171(®); 
t= 2 (小 时 ) 时 ， 5=17x 2 234(8); 
人 (小时 ) 时 ， S-17x10-110(H); 


可 见 ， 对 于 不 同 的 时 间 ， 就 有 不 同 的 路 程 和 它 对 应 ， 关 系 式 $= 170R T AEAT 
ARNESEN S CEA LAO A. 
$82. 网 的 面积 4 和 半径 7 可 以 用 下 面 公式 来 计算 : 
A= nr’, 
Mpdeipui. HERREMA RE. HTPHREE, 就 有 不 同 的 面积 和 它 对 点 ， 关 
系 式 4-. wr? 反映 了 圆 的 面积 4 随 半径 ?的 变化 面 安 化 的 规律 . 
例 5 导线 电 限 愉 的 大 小 和 温度 7 有 关 ， 实 验 测 得 数据 如 下 表 ; 


TEC) |19' 25.0 30.1 | 36,0 | 40,0 | 45.1 : 50,0 


Ls j- 


欧姆 )|76. |n, 80 79. -75 ] 80, 80982, .35|83. ools. 10 


这 个 表格 反映 子 电 阻 天 随 温度 的 变化 而 变化 规律 。 根 据 这 个 规律 ,对 杆 硼 中 所 询 的 
乌 一 个 确定 的 洪 度 T， 都 可 找到 与 它 相应 的 电 阳 RR。 

毛 主 席 教导 我 们 ;人 们 总 是 首先 认识 了 许多 不 同事 物 的 特殊 的 本 质 ， 然 后 才 有 可 能 
更 进一步 地 进行 概括 工作 ， 认 识 诸 种 事物 的 共同 的 本 质 ." 从 上 面 三 个 例子 中 可 以 看 出 ， 
路 程 和 时 间 ， 轿 面积 和 半径 ， 电 阻 和 温度 虽然 描述 着 不 同 的 客观 现象 ， 但 却 有 贡 些 共 问 
的 特征 ， 这 就 是 : 在 每 一 个 问题 中 都 有 两 个 变量 ， 这 两 个 变量 不 是 慑 立地 在 变化 ， 曾 是 
互相 联系 的 并 具有 一 定 规 律 的 ， 确 切 弛 说， 对 于 一 个 变量 在 其 变化 范围 内 每 取 一 个 确定 
的 值 时 ， 另 一 个 变量 总 有 一 个 确定 的 值 和 它 对 应 。 

通过 以 上 分 析 ， 我 们 概括 出 函数 的 一 般 定义 。 

定义 .在 某 个 变化 过 程 中 有 两 个 硼 互 联系 着 的 变量 xz 和 ?， 如 果 对 于 变量 x 在 其 变化 
MASB PDOUAUDHEAL TREN C DENAIGAERRRCUNOARCE 
NMEGEWB EH. H ERRARE, KERERE, 

如 例 1 中 路 程 S 基 时 间 t 的 函数 ; 例 2 中 面积 4 是 半径? 的 函数 ; 例 3 PEHR ER 
度 了 的 函数 . 

函数 的 定义 包含 普 三 个 内 容 : 一 是 自 变量 的 变化 范围 ， 叫做 函数 的 定义 域 : . 一 是 内 
变量 与 和 月 变量 之 癌 的 依赖 和 关系， 叫做 晤 数 关系 ; 三 是 定义 域内 自 变量 所 取 的 每 不 侦 ， 因 
变量 的 对 应 值 ， 叫做 两 数值. 下 面 分 别 地 加 以 说 明 。 

1 .函数 的 定义 域 

例 1 中 ， 如 果 货轮 航行 开始 的 时 间 是 fi ， 结 束 的 时 间 是 志 ， 那 么 二 的 变化 范围 是 
o beta PEIR, 让， 

MAN 半径 7 的 变化 范围 是 7 0 ， 即 定义 域 是 z 一 0 . 

可 见 ， 函 数 的 定义 域 是 根据 函数 的 实 味 意 义 来 确定 的 ， 但 是 ， 如 果 我 们 讨论 的 函数 
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学 算式 有 意义 时 ， 自 变量 的 取 值 范围 . 
例 4 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 


《一 ceo， 


Q) y= 1; 


(2) »-vu-x 


仅仅 是 写 出 它 的 数学 算式 ， 而 不 考虑 它 的 实际 意义 ， 那 末 这 个 函数 的 定义 域 就 足 指使 数 


(3) y-ig(s 1). 


M O) ilic» - 二, 只 有 当 xs o ,3 才 帮 确定 的 对 应 值 .所 以 ,函数 的 定义 域 是 :不 
筹 于 零 的 所 有 实数 , 即 xs 0 ， 也 可 以 用 不 等 式 - co 一 xz 一 0 利 EE 


KER OARA- 


们 不 是 数 ， 仅 是 记号 ) . 


(2) mi v 


cvaü-s. BABIES ABUSE 1 - 
dg. RA, BESERORE UBL EUR m 


也 可 以 用 - 1 sx%s 1 来 表示 . 


(3) 函数 ?一 


x 值 .也 可 以 用 一 1 一 x 一 + se 来 表示 ， 
为 了 简便 起 见 ， 通 常 我 们 可 用 区 间 来 表示 画 数 的 定义 域 ， 


AR ERE AE 


ce" 和 "ee "分别 读 作 * 负 无 限 大 "和 * 正 无 限 大 ， 它 


stokt, YAA WAE RI A 
> O RA? o 1 的 所 有 信 ， 


Igor 1)， 根 据 对 数 的 定义 可 知 ， 只 有 当 *+ 1 盖 0 RE yA 4 
定 前 对 应 值 。 所以， 函数 的 定义 域 足 满足 不 等 式 x*+ 12-0 gk I= — 


1 的 所 有 


范围 十 wx- .5， 我 们 说 * 的 变化 范围 是 闭 区 间 Ca，5; 


如 果 变 量 z 的 变化 范围 是 a-<x<5。 我 们 说 * 的 变化 范围 是 殖民 间 (za，5) . 


闭 区 间 和 开 区 问 


如 果 % 的 安 化 范 


如 果 x 的 变化 范 


HKA: 闭 区 间 包 括 区 间 的 两 个 端点 ,而 开 区 间 不 包括 两 个 端点 。 
面 再 介绍 下 半 开 半 闭 区 间 和 无 限 区 阿 : 
Tu xf E E d E 


Lob::5， 谣 说 的 变化 范围 是 半 开 半 闭 区 间 (4， 025 
围 是 - co 一 x 一 5， 就 说 4 的 变化 范围 是 无 
die :+ 一 ceo， 就 说 x 的 变化 范围 是 无 限 区 间 [c，+ =); 


可 (— oo.b); 


WMR REMER, Bp ee 96. HE 说 * 的 变化 范围 是 无 限 区 间 


ME 


区 间 Ce. 


95, (8, 0, (4, bJa (=, D), 


Ca. 一 co) 等 还 可 以 在 实数 轴 上 用 线段 表示 出 来 , 3c 
心 端 点 天 示 区 间 包 括 该 点 在 内 ， 空 心 端点 表示 区 问 


不 包括 该 点 ， 如 图 5 一 1 所 示 . 区间 C 


表示 整个 实数 轴 ， 
采用 区 间 的 表示 法 ， 例 4 中 国 数 的 定义 域 分 别 


ED 


Q) 无 限 区 间 ( 一 


- ceo， 十 co) 


ceo, 0fmCo. 


+e); 


(2) AKEL- 1, 13; 


G) XBEBC- 1, +), 


2. 函 数 关系 的 表示 法 
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(a, b) 
9 9 b x 
(2, 5) 
o a H x 
a «a, é) 
9 a H x 
co, b) 
—-— 
$ x 
(a, +œ) 
oa x 
图 5 一 1 


凡 变 量 和 身 变 量 之 间 的 依 束 关 系 ( 即 函数 关系 ) 是 函数 凤 念 的 最 本 质 的 要 束 、 函 数 关 
系 的 类 必 方 法 通常 有 下 面 三 种 ; 

《1) 公式 法 

把 两 个 变量 之 间 的 肖 数 关系 用 数学 算式 来 表示 ， 这 种 表示 方法 叫 做 公式 法 ， 和 如 前 面 
讲 过 的 : 5=17t, qr?* 就 是 用 公式 法 表示 的 .又 如 ; y-L, y=ig(x+ 1) 3E HAC 


YR Ae E t FREE CORR B 
(2) 列表 法 
用 表格 表示 两 个 变量 之 间 的 函数 关系 的 方法 叫做 列表 法 ， 如 在 前 面 讲述 的 例 3 中 
电阻 是 温度 的 函数 就 是 用 列表 法 表示 的 . 我 们 经 常用 到 的 《平方 表 》、《 立 方 胡 》 等 数 
学 用 表 也 是 采用 了 列 友 法 - 
G) 图 象 法 
用 图 象 来 表示 两 个 变量 之 间 的 函数 关系 的 方法 叫 人 向 图 象 法 . 这 个 方法 我 们 将 在 下 一 
FENA. 
变量 "是 变 昌 * 的 函数 ， 数 学 中 常用 记号 
y= f(x) 
来 表示 ,如 在 例 ! 中 ， 路 程 5 是 时 间 上 的 函数 ， 可 写成 3= fG), 其 中 ，f (02-055 在 
例 2 中 国 面积 4 是 半径 7 的 图 做 ， 可 写成 4- /7)， 其 中 fO) -215 在 例 3 p, BAR 
是 温度 T 的 函数 ， 可 写成 R= 了 (TT)。 
必须 指出 ， 记 号 A(*) 是 一 个 不 可 分 割 的 上 整 体 ， 它 表示 变量 y 与 变量 * 之 间 的 对 应 关 
系 ， 切 让 可 误解 为 / 乘 x。 
为 了 方便 起 见 ， 有 时 抒 变 量 ? 是 变量 zx 的 函数 ， 记 为 ?= y). 
3 .函数 值 
在 函数 y= 了 了 (x) 里， 如 果 当 4=*。 负 ，y 的 对 应 值 是 y。， 就 记 为 
No Xo) 或 yo 一 |e=z0。 
例 5 BSa a, RIO). FO), FC CL D. fa) 
Ko f)-3x1!02x1-1-4; 
ffo)-3x0*-2x0—1 -—1; 


f(-4;—-8x(-4)!'vr2x(-4)— 1- 38; 


rers Besos 


j(ae)-3c? 42a0— 1, 


1.9 BE HLTE PUER. HEAR RO I BREE? 哪个 量 是 白 变量 ? 哪个 量 
是 自 变量 的 函数 ? 
O) 已 知 钢 的 比重 为 ?7.8 克 / 厘 米 3; 则 钢 的 下 量 M 和 体积 z 之 间 的 关系 式 :31 =- ?7.8 
(2) 重 物 在 地 面 附近 自由 下 落 时 ， 下 落 的 路 程 S 和 下 落 的 时 间 t 之 疗 的 关系 式 : 
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S= lat, bg IP 
2 , 写 出 下 列 各 题 的 函数 表达 式 : 
(D 正方 涉 边 长 为 6， 写 出 面积 4 的 表达 式 ; 
O 半径 为 + 的 贺 ， 写 出 回 周 长 C 的 表达 式 ; 
O 在 一 电路 中 ， 已 知 电流 强度 为 .2 安培 (库仑 / 秘 ) ， 写 出 通过 导线 截面 的 电 
AO (库仑 ) HRE (B) MANAR. 
3. 求 下 列 函 数 的 定义 域 ; 
1 


0) v» 


(D sev xF; (5) 3 一 人 (4 一 全 )， 
4. 求 下 列 各 函数 的 值 ; 
GD BAJE) - 3-1, RIGLILO 1s 
(2) BSa) ome cs 6. RIO) HC). fGO £00. f( 1): 
G) Bá jG) =, RA- 1) FO AKA), fla) 
(0 gf f() - HE, RD, O0, AVE), G1). 
S IT EESOO AERA BUR, RETINERI AL RDECRGR, JRE 当 
转速 分 别 为 315 转 /分 ，658 转 /分 ，850 转 /分 时 ， 车 床 每 分 钟 切削 多 少 米 ? 


G) y=; 


第 二 加” 函数 的 图 象 


一 、 平 面 直角 坐标 系 
我 们 知道 ， 洛 轴 土 任意 一 个 点 的 位 置 ， 部 可 以 用 一 个 实数 来 确定 . 那么 平面 上 点 
的 位 沁 怎 样 来 确定 昵 ? 
我 们 先 看 下 出 的 例子 : 
在 矩形 平面 板 上 钻 孔 ， 要 求 孔 的 中 心 离 左 缘 3 
十 米 ， 离 下 缘 2 厘米 ， 根 据 这 两 个 数 ， 就 能 够 准确 
地 确定 我 眼 的 位 置 (图 5 一 2 ) 。 又 如 去 电影 院 看 
电影 ， 我 们 可 以 极 据 电 影 票 上 的 并 排 几 座 找 到 应 


图 5 一 2 


由 此 可 知 ， 用 两 个 数 就 可 以 确定 平面 上 一 个 点 的 位 置 ， 人 们 根据 这 种 用 一 对 狼 可 以 
确定 平面 上 点 的 位 置 的 道理 。 创 造 了 广角 储 标 系 . 

在 平面 上 作 两 条 互相 大志 * 且 有 公共 原点 吕 的 数 轴 ， 其 中 水 平 轴 叶 做 横 坐 标 输 《或 
轴 ) ， 通 常 以 南 右 的 方向 为 下方 向 ; 生肖 连 岂 做 纵 榴 标 加 (或 y 轴 )， 通 常 届 向 下 的 方向 


* 珊 条 直线 蕉 直 和 平行 的 基本 理论 在 后 西 第 六 齐 将 详细 讲述 。 
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为 正方 向 ! ARROA OMME, REAA 
原点 的 两 条 互 丰 季 真 的 坐标 轴 就 构成 了 平面 直角 华 
标 系 (图 5 一 3). 

直角 坐标 系 所 在 的 平面 叫做 坐标 平面 。%* 轴 和 
轴 把 坐标 平面 分 成 如 赂 5 一 3 所 示 的 工 、 工 、 下、 六 
四 部 分 ， 分 别 叫 做 第 一 象限 、 第 二 象限 ,第 三 象限 。 
第 四 象限 
有 了 平面 直 负 坐标 系 ， 我 们 可 以 把 平面 上 任意 
一 点 的 位 置 用 一 对 有 次 序 的 数 来 确定 。 例 如 在 图 
5 一 4 中 的 点 型 ， 过 点 于 作 ? 销 的 平行 线 *， Sidi 
相交 于 点 忆 ， 过 点 吧 作 x 轴 的 平行 线 ， 与 ? 轴 相 交 于 
点 @, 忆 和 0@ 在 * 轴 和 ?7 轴 所 表示 的 数 分 别 是 4 和 3 .很 
明显 ， 点 于 的 位 置 就 用 这 一 对 有 次 序 的 数 (4，3) 
来 确定 。 必 须 注 意 ，4 和 3 的 次 序 不 可 舌 鲁 ， 中 间 用 
SA. 

反 过 来 ， 一 对 有 次 序 的 数 ( 4 , 3 ), 也 可 以 在 了 
面 上 确定 唯一 的 一 个 点 和 它 对 应 。 过 * 胃 上 表示 4 
的 点 了 P 作 平行 于 7 轴 的 直线 ， 过 ? 轴 芋 表示 3 的 点 


N 


HS 


Opao 


| 


图 5 一 4 


8 作 平 行 于 * 轴 的 直线 ， 这 两 条 直线 相交 于 点 术 《 图 5 一 4)， 点 隆 就 是 由 这 对 有 次 序 


的 数 (4，3 ) 所 确定 的 、 


一 般 地 说 ， 在 平面 直角 坐标 系 中 ,平面 上 的 每 一 个 点 改 确 定 一 对 有 次 序 的 数 (*,y 和 3 
反 过 来 ， 每 一 对 有 次 序 的 数 (x,7), 在 平面 上 地 可 确定 一 个 点 开 ， 这 样 ， 我 们 就 建 习 了 平 


面 上 的 点 到 和 一 对 有 次 序 的 数 (x,?) 之 间 的 一 一 对 应 关系 : 


M sy), 


(x,y) WM s, EAA MNINUE E, vn MBMIAU ES, 坐标 为 (2 ) 


BAMAR TAM, y), 


原点 0 的 坐标 是 《0,0)，x 轴 上 点 的 坐标 是 (*,0)，?y 轴 上 点 的 坐标 是 《0，7). 很 明 
显 ， 在 不 同 象限 内 的 点 ， 它 们 的 坐标 有 正 有 负 : 在 第 一 象限 内 的 点 ， 横 坐标 是 正 数 ， 纵 
堡 标 也 是 正 数 ; 在 第 二 象限 内 的 点 ， 横 坐标 是 负数 ， 纵 坐标 是 正 数 ; 在 第 三 象限 内 的 
点 ， 横 坐标 是 负数 , 维 坐 标 也 是 负数 ; 在 第 四 象限 内 的 点 ,和 模 坐 标 是 正 数 , 纵 坐标 是 负数 . 

坐标 的 概念 在 生产 上 有 直接 的 应 用。 例如 坐标 镑 床 ， 它 的 纵横 两 根 导 轨 上 有 精密 的 
刻度 (相当 于 两 些 标 轴 ), 要 加 工 的 孔 的 位 置 用 举 标 画 出 ,这 样 , 工 件 可 以 迷 到 很 高 的 精度 . 

Pli! XHlds—s'P, A, B, C, D, E, F, G, HERRER. 


解 : 2,05 
B(0, 3) 
C(-5, 0) 


* 两 条 直线 准 直 和 平行 的 基本 理论 在 后 画 第 六 章 将 详细 讲述 。 
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Do, =4); 


E(2.5, 25 


F(-3, 45 
G(—4, =2); 
H(5, —3,5). 


例 2 (EHSIBNRETBSTPAR 
A(3, 2) Lt—3, 2), C(-3, 

-2).D(3,-2). 

WES 过 x 辆 上 表示 3 的 点 作 平 行 于 y 轴 的 直 
线 ， 过 y 轴 上 表示 2 的 点 作 平 行 于 * 轴 的 直线 ， 
这 两 条 直线 的 交点 就 是 所 求 的 AA. ARBI 
方法 可 以 找 出 B,C,D 名 点 (图 5 一 6) . 

及 图 5 一 6 中 可 以 看 出 4 与 B 两 点 的 连 线 
重 直 于 3 轴 ， 且 AQ 和 和 BO 的 长 一 样 ， 我 们 把 点 电 
WEBS AXCT » 轴 的 对 称 点 《也 可 以 把 点 44 叫 
做 点 关于 > 轴 的 对 称 点 ;，* W RN PRH. 
说 ,点 DD 与 点 C 关 于 y 轴 对 称 ; 点 4 与 点 DD 关于 多 
轴 对 称 ; 点 8 与 点 C 关 于 x 轴 对 入 

同时 还 可 以 看 出 ，: 


点 ?对称 。 


BESEER- ARERIA y BEME, A, )SA Coin) 关于 * 轴 对 
Fe 点 (zy) 与 点 (Y, 一 4) 关 于 x 轴 对 称 ; 而 点 (Xx,%) 与 点 (一 *, 一 》) 关 于 原点 对 称 ， 


=., ARHAR 


AA PE AARRE EKA RRRA RTA Hi RS 


TE (135 tcl EUPTL H0 AT E CA HP D Is Bo eom Ed, EER PE E 
组 成 的 图 形 叫 做 函数 》 一 了 (*) 的 图 象 ， 


相对 应 的 点 ， 所 有 这 
BI 作出 函数 =x 的 图 象 . 
解 : (1) 建立 直角 坐标 系 X0y， 


(2) IR. ERR y - vx ELBO, oo) 内 ， 取 自 变量 的 一 些 值 ， 算 山村 


应 的 函数 值 ， 作 下 列 的 数值 表 : 


jC 两 点 的 连 线 经 过 原点 0， 上 县 0. 和 0C 的 氏 一 样 ， 我 们 把 这 样 
的 两 点 4 与 C 岂 做 关于 更 点 CO 的 对 称 点 ， 原 点 串 叫 做 对 称 中 心 ， 同 樟 , 点 号 与 点 了 也 关于 区 


(3) WAWE, 由 表 里 每 一 组 数 作为 对 应 点 的 坐标 ， 在 坐 杯 平面 上 描 出 这 些 


T02 


点 ， 再 用 一 条 光滑 的 曲线 把 它们 依 次 连接 起 
3n HUE yv YX 的 图 象 ( 图 5 一 7) . 

例 2 为 了 敬 提 某 水 库 的 蕾 水 节 ， 及 时 做 
好 蔓 洪 次 儿 和 发 开 等 工作 ， 需 要 找 出 水 库 的 水 
深 上 和 蔷 水 量 之 间 的 关系 , 水 岸 工作 人 员 通 
过 测量 得 到 下 列 数据 : 


OD (0, 1.2 3 


5 


QUE n 0 ' 50 | uo [| 200 | 300 | o , 670 . 900 Luo sno] 
根据 表 里 的 对 应 值 ， 就 可 以 做 出 表 站 


DI GI DS CADIT ETTJ EM 8 OX) 
5—8). | 

显然 ， 用 这 种 方法 作出 的 函数 的 图 象 
一 般 只 是 近似 的 .要 使 作出 的 图 象 更 精 
确 ， 需 要 作出 更 多 的 点 ， 

这 种 作 峡 象 的 方法 中 做 撕 点 法 ， 

上 甫 我 们 作出 了 用 公式 法 和 列表 法 表 
示 的 函数 的 图 象 。 一 般 说 米 ， 函 数 的 图 象 


实验 中 ， 还 经 常用 
曲线 》 洲 表示 两 个 变量 之 涪 的 
HARR., MWB 5 -- 9 RETRE 
气温 自动 记录 仪 描 下 某 天 的 温度 变化 曲 
R. MARR EE ATRE E HEM i 
变化 而 变化 的 规律 . AR a a a HE d f 


z ~ 
DESTTEITETPPUE LIC 


2 (00) AS CFAESIDIB ERE I2( C). His 
3 — 
1. 写 由 图 中 -ABCD E, FR L, y 
PORABE, [TT 
2. 在 坐标 系 中 ， 作 出 下 列 各 点 : 上 下 Ha - 
A(2, 4); B(2,.5, 85 : C 3 L3 


(—75,2,5; Di- 2, — 3); E(5, 0); 
F(0,2); 6(0,—3); H(C-1, 0); 


EK(o,-ily L(- 4.0), 


BOPE RAIRE CE AR? 
GO) «Su Eig; (vii Enos. 
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4. 设 时 点 的 坐标 是 【5 ，4 ) ， 作 出 下 列 各 点 并 说 出 它们 的 坐标 种 所 在 的 象限 ; 
(1) 邓 点 关于 * 轴 的 对 称 点 
(2) MRXCT y SRIDSERR SM ss 
02 时 点 关于 原点 的 对 称 点 Ma 。 


5. 用 撒 点 法 画 出 下 列 函 数 的 图 象 : 
0) y=%+ 1; (2) y=- 
G)y--Vz; (4) y—-s*, 


G.XEXCR FE E PNPRUT. PEWNE., poTuEBDR HOERDB BUR. ud 
试验 ， 用 各 种 不 同 的 速度 行驶 ， 取 得 相对 应 的 耗 油 量 ， 记 录 如 下 ;: 


VC 公里 /小 时 ) BENEGENGENEIEREIE 
@( 公 斤 / 小 时 ) 2. [2.1 1,9 13,7] 1,8 1 1,3. 1.2 [1,5 [2.2 


Triie ut Om RETO CX DOE AR 


第 三 节 wo A * 


ERHET, ARARIRE- XAR CEDAR RR E ER. HON ORC OD. 
ZARR E AREE RP E RN. 2 E RB EU CIA 3E A 9776 pU 
本 节 介绍 考 函 数 的 概念 、 图 象 和 性 质 . 下 一 节 介绍 指数 函数 、 对 数 函 数 的 概念 、 图 
象 和 性质 ， 在 第 三 篇 平面 三 角 里 ， 我 们 将 介绍 三 角 甬 数 、 反 三 角 甬 数 的 概念 、 图 象 和 性 
K. 
BURETE B TERR i R e 
2 和 (9 是 常数 ) 


DEERE 

Hn- d, —i, 2RR ER ERA LIRR. 下 面 我 们 分 别 讨 论 常数 与 这 些 
常见 宕 函数 乘积 的 玖 数 的 图 象 和 性 质 . 

一 、 正 比 函 数 

在 第 一 节 的 例题 1 中 ， 路 程 $ 和 时 间 ! 之 问 的 函数 关系 是 S -1?1。 由 这 个 关系 式 可 
得 路 程 5 和 时 间 上 之 间 的 数值 对 应 关系 : 


SB) | 17 2 x12 3 x14 x 17 


ARAH, CERIS AE EAR Rz. MIRA 《或 减少 ) M, SEMEMA A 
少 ); PEALIK ORD) JLI. S 也 跟着 扩大 (或 缩小 ) 同 祥 的 倍数 ， 我 们 把 路 程 
与 和 时 间 二 的 这 种 关系 ,叫做 正比 关系 . 显然 ，S 和 上 的 任意 一 组 对 应 数 信之 比 恒 为 一 党 
BT, Si San HPTR NR, 
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一 般 地 ， 我 们 把 形 如 
y= hy (hee 0 ) 
的 函数 叫做 正比 函数 ， 常数 做 比例 系数 、 
下 面 讨论 正比 函数 的 图 象 和 人 性质 。 
例 1 作出 函数 7》=* 的 图 象 . 
解 ; (1) 作出 直角 坐标 系 *oy。 
(2) 列表 。 在 函数 y - x 的 定义 域 《- co。+ co) 内 ， 作 下 列 数 值 表 ; 


G) WARE, BARR ysr 的 图 象 《 图 5 —10) - 
从 图 5 一 10 看 出 ， 函 数 =“ 的 图 象 是 通 XE AP 
标 原 点 0 (0, 0) 的 一 条 直线 . 这 条 直线 对 称 于 淮 
标 原 点 0 。 
ib, ERAZ y — hx 的 图 象 是 通过 原点 
O(0, 0) 的 一 条 直线 . 
我 们 知道 ， 丙 点 决定 一 条 直线 ， 所 以 作 正 比 函 
数 的 图 象 时 ， 除 原点 外 ， 再 找 另 一 个 点 ， 把 它 和 原 


点 连接 起 来 即 可 . 
例 2 ”在 同一 些 标 系 中 分 别 作出 下 列 各 耳 数 的 "m 
Bg. 
Q) s-25 QD y= -ir 


2 
TES 取 自 变量 x 的 值 为 0 和 2 ， 分 别 算出 对 应 的 函数 值 ， 列 表 如 下 : 


ARREA TEA ARER EE 
系 中 分 别 作出 这 二 个 函数 的 图 象 ，《 图 5 一 11) ， 

例 5 一 弹簧 器 外 力作 用 后 ， 就 要 改变 其 长 
度 ， 直 物理 学 知 ， 在 弹性 跟 度 内 ， 弹 簧 的 伸 长 与 外 
力 的 大 小 成 正比 。 已 知 当 漳 筑 受 力 4 公斤 时 ， 伸 长 
2 毫米 ， 试 求 外 力 大 小 与 弹 筑 侍 长 之 间 的 ug CX 

R: 设 刁 表示 外 力 的 大 小 ，;? 表示 弹 复 伸 长 的 
a KE, 
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HARA: 
F-H, 
因为 当下 = 4 公斤 时 , ?= 2 毫米 ， 代 入 上 上 式 得 
4 


F 
hepy-y-?. 


于 是 ， 它 们 之 间 的 函数 关系 为 
F-c, 
二 、 反 比 西数 
在 匀速 直线 运动 中 ， 路 程 S 积 时 间 RER, B 
S-Vt, 
这 个 式 子 或 写成 


i-i 
P 

BibL. MUSS GEM. AEV RO. ERARE 并 且 当 速度 下 扩 
大 《或 缩小 ) 几 倍 时 ， 所 用 的 时 间 { 反而 缩小 《或 扩大 ) REDEK. 我们 把 时 间 和 和 
速度 7 的 这 种 关系 。 叫 做 反比 关系 -。 

一 般 地 ， 我 们 把 形 如 

»-P 0) 

的 丽 数 叫做 反比 表 数 。 常 数 2 叫 做 比例 系数 . 

下 面 讨论 惨 比 函 煌 的 图 象 和 性 质 ， 沈 讨论 二 ~ o 的 情况 。 

例 4 ”作出 函数 -二 的 图 象 

R: (1) 作 直角 坐标 系 x0y。 


(2) 列表 .在 函数 ?= 十 的 定义 域 ( -- co，0) 和 (0，+ oo) 内 。 作 下 列 数 依 表 : 


(3) RR. RREA y -TE 
象 (5—12), zum én. 
从 图 5 一 12 看 出 ， 函 数 y - LS SUUS 


下 面 的 性 质 : 

1. 图 象 有 两 支 ， 一 支 在 第 一 象限 内 ， 另 一 
支 在 第 三 象限 内 ; 

2 .图 象 对称 于 坐标 原点 0. 


至 于 当 4 一 0 时 ， 例 如 ?= -二 的 图 象 ， 
106 


让 学 员 们 自行 讨论 . n 
RE, ARERIO = 到 的 图 象 叫做 双 曲 线 ， 


例 5 ”如 图 5 一 13 所 未 的 电路 中 ,UU 表 示 电 压 ， U R 
RARE. TEREM, EMI -0 sk, R= 
aOR, WRAL AN SEEHERXR. 


解 : 由 欧姆 定律 知 图 5 一 13 


U 
1-5. 


"” 当 I=0.5 安 培 时 ， 玉 =440 欧 姆 
UIR=0.5x440 一 220( 优 特 ) 。 


* 220 
MOIQJR. 
=, ZAWA 


路 上 面 讲 过 的 两 种 宕 函数 外 ， 我 们 还 经 常 簿 到 另 一 种 蚕 函 数 。 
例如 ， 正 方形 的 面积 》 SENAK? 之 间 的 函数 关系 为 
yes 
又 如 ， 物 体 自由 于 落 时 ， 下 落 的 距离 S 与 下 落 时 间 t 之 间 的 函数 关系 为 
S-lgn 
386. 


一 般 地 ， 我 们 把 形 如 
yeaxt (ae 0) 
的 函数 叫做 二 次 办 函数 。 
下 面 计 论 函数 ya%? 的 图 象 和 性 质 
例 6 作出 沽 数 y=** 的 图 象 . 
B O) 作 直角 坐标 系 xoy-。 
(2) 列 训 .在 函数 y~** 的 定义 域 (一 coo，+co) 内 ， 作 下 列 数值 表 : 


(3) BAER GERE v - s 的 图 象 (图 5 

—14) ， 这 条 曲线 叫做 抛物 线 . 

从 图 5 一 14 看 出 函数》=*? 的 图 象 ， 它 具有 下 面 
的 性 质 : 

1. 因 为 当 * 取 任何 实数 时 ，y=** 光 0 ,所 以 图 象 在 
* 轴 的 上 方 。 

2 .图 形 对 称 于 ? 轴 ，y 轴 叫做 抛物 线 的 对 称 辆 ， 执 物 
线 和 它 的 对 称 轴 的 交点 叫做 独 物 线 的 项 点、 显然 抛物 线 
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=%3 的 顶点 就 是 坐标 原点 ， 
一 般 地 ， 函 数 y=~ ax2{ass 0 ) dup So CU UAR. 
例 7 在 局 一 直角 坐标 系 中 ， 作 出 下 列 函 数 的 图 象 : 


G) ysa; — Qype G) y=- 
解 : 列表 : 
7 
jo | 1 | 本 
Ea 
| 
NH 


描 点 作 图 ， 得 到 它们 的 图 象 《 几 5 一 15) . 
兴 图 5 一 15 看 出 ， 抛 物 线 ”=ax? 具 有 下 面 性 质 : 
1. 挑 物 线 的 顶点 在 坐标 原点 ， 对 称 轴 是 ? 轴 ; 
2. 当 a0 时 ， 抛 物 线 在 * 轴 上 方 ， 江 口 向 上 。 
Haco AREF FORF. 
3. ja| 越 大 ， 挑 物 线 的 开口 越 小 ， [al 越 小 ,抛物线 
的 开户 越 大 . 
TAHER o = 所 的 图 象 和 性 质 . 
Ws dg. 
A OO) 作 直 角 坐 标 系 xoy。 
(2) IR ERO — 天 的 定义 域 ( 一 co，+co) 图 5 一 15 
内 ， 作 出 下 列 数值 表 : 


《3) 找 点 作 图 ， 得 到 函数 ~ 5 的 图 象 《图 5 
一 16) ， 这 条 曲线 叫做 立方 抛物 线 . 
从 图 5 一 16 看 出 ， 函 数 > 一 x? 的 图 象 对 称 于 坐标 原 


HERY v=x, y-x* 的 图 象 可 知 : 等 函数 
Y=%9， 当 # 为 奇数 时 ， 图 象 对 称 于 原点 ， 这 种 函数 叫做 
HAAG 当 ? 为 偶数 时 ， 图 象 对 称 于 ?加 ,这 种 函数 叫做 
fait. 

一 般 地 , RRJ) WRATTEN, f 
f 《一 2)= 一 (4)， 即 图 象 对 称 于 原点 (图 5 一 17) ， 
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那 末 函数 y= fO) mic odi: 如 果 对 于 和 任何 实数 4, 有 f(- a) Fe), 即 图 象 对 称 于 y 
$ (E 5 一 18) GENE /00 叫做 偶 函 数 . 


图 5 一 -17 图 5 一 18 


习 题 
1. 在 下 列 关系 中 ， 指 出 哪些 是 正比 关系 ， 哪 些 是 反比 关系 。 
0) 正方 形 的 周 长 上 和 它 的 一 边 长 2} 
(2) 水 池 的 容量 VY 一 定时 ， 每 小 时 平均 灌 入 的 水 量 8 和 洲 满 水 池 所 澳 的 时 间 1 3 
(3) 比重 5 一定 时， 物体 的 重量 P 和 体积 V7; 
(4) 重量 PP 一 定时 ， 物 体 的 比重 8 和 体积 Y。 
2. 在 同一 坐标 系 中 ， 画 出 下 列 各 函数 的 图 象 : 
{1) yp 了 一 4 


(2) 0-4 ye can, 
3. 在 同一 华 标 系 中 ， 画 出 下 列 各 函数 的 狠 象 : 
4 4 
Q) Yo 


(2) xy-9, xy=—9, 
A EATER n (1s i ) 斌 求 该 直线 的 方程 ， 并 作出 其 图 绝 。 
5, 已 知 5 厘米 "的 物体 重 68 克 ， 试 求 物体 的 重量 忆 和 体积 F 之 间 的 郴 数 关系 。 
6. 已 知 物 体 运 动 的 速度 『 与 阻力 FF 成 正比 ， 若 当 阻 方 为 20 公 斤 时 ， 速 度 为 5 米 / 黎 ， 
试 求 速度 与 阳 力 之 间 的 函数 关系 。 
7, 当 温度 不 变 时 , 一 定 质 量 的 气体 的 压强 与 气体 的 体积 VF 成 反比 , 并 且 当 体积 为 8 
升 时 ， 测 得 压强 为 0.5 气 讨 ， 试 求 压强 乡 与 体积 之 间 的 函数 关系 。 
3. 作弄 下 列 宪 杖 数 的 图 象 ， 并 根据 图 象 说 明 它 们 的 性 质 : 
Q) yx 
(2) »-x7 
(3) ysam, 
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BUN MEREKAM 


-. FRAN 
EA yoe (m0. exl) Bi MEA e cR ERI ONE. 
在 自然 科学 与 工程 技术 中 ， 常 用 到 以 (= 2.71828…) FICA TROC oe. 


HO 


例如 ， 设 放射 性 物质 在 开始 时 的 原 了 个 数 为 
No， 实 验 舍 诉 我 们 ， 在 时 则 之 后 ， 其 原子 个 
TURO N 一 No, Hpi AER 数 ， 叫 
REENA. ON =No 所 表达 的 这 个 规律 ， 
叫做 放射 性 物质 的 衰变 规律 . 

又 如 ， 当 电容 器 充电 至 电压 UV。 局， 经 过 电 
蛆 尺 放电 ， 由 电工 学 可 知 ， 在 这 一 放电 过 程 中 ， , Misi 
电容 回 两 端的 电压 ze 随时 间 上 变化 而 变化 的 规律 为 we = Uoe f ,其 中 C 为 风 容 器 的 容量 ， 
单位 是 法 拉 《 或 微 法 拉 、 微 微 法 拉 ) . . 

下 面 ， 我 们 讨论 ?= 后 、? 一 “的 图 象 和 性 质 。 

例 ofnglv-e, vocis. 

0) 列表 : 


| d e -a| =2i-ij oia] M 
| | 


j 


H i 1 | 0,87 | 0,18 | 0,05 
(2) WARE Ey- emy- e (Fl 5 —20) . 

由 上 述 表格 和 图 5 一 20 可 以 看 出 ， 这 两 条 茹 线 具有 
下列 的 性 质 ， 

1. 因 为 Y 取 任 一 实数 ， 都 有 6-0. 072-0. BIA 
这 两 条 曲线 部 在 4 轴 的 上 方 . 

2. 因 为 当 *= 0 E, ete l.e7t - 1, MARAR R 
都 通过 《0，1) A6 d BUERTMDEY yA. 

3.882 ve" BB x ECCE ES HOS x 的 值 赵 小 
Hj. RRR 

曲线 > 一 BOX BOTÉCK RC RIS HO “的 值 越 大 
财 ， 曲 线 越 靠近 * 轴 . 
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由 于 函数 =e* 随 的 增 大 而 增 大 ， 我 们 称 画 数 》=e* 在 定义 域 (一 co ， + co) 内 
ERMA: 而 函数 》- o 随 < MRAR RBB -EER oo) 
KEREM. 
一 般 地 ， 如 果 函 数 y = 了 (*) 在 区 间 (2. b) 内 ， 随 4 的 增 大 而 增 大 ， 即 对 (4.5) 
内 任意 两 点 zi 和 sa Hant, F 
fom). 
BARRARI- [QED AERAN MERRI- SC) 在 区 间 (0) K. B 
ARKI MAT (a D) 内 任意 两 点 六 和 xz， 当 xi oen, d 
fem EG). 
那 末 称 函数 ?- CED) AERAR. 
增 函 数 的 图 象 是 洁 籁 轴 正 向 上 升 的 《图 5 --21) ， 而 减 函数 的 图 象 则 是 沿 横 轴 正 向 
下 降 的 《图 5--22) 


L.S HREN 


FUAR BRUDUDRIECEUDE XE (0. +00), 

当 取 底数 4= 30 时 ， 我 们 得 到 以 10 为 底数 的 对 数 函 数 了 = logis lgx; 当 取 底数 
a=e (—2.71826-) 对 ， 我 们 得 到 以 。 为 底 的 对 数 函数 ?= Dog Pax。 自 然 科 学 和 工 
程 技术 中 常用 到 函数 ?= iu, 

根据 对 数 换 底 公式 ， 广 


zx _ 1 a m 
ins po = j agga £572.3031g3— 2, Bige, 


下 面 ， 我 们 讨论 v- ier, y= 725 的 图 形 和 性 质 . 
例 WEARI- iY, y= Tax 的 图 象 
解 : O) Fe 


0 jo.30100.6021 


0 9.69 | 1.39 | 
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《2) 描 点 作 图 ， 便 得 到 y 一 My 

=Lnx 的 图 形 (图 5 一 23) . 

出 上 述 表 格 和 图 5 一 23， 到 以 看 出 这 两 条 
曲线 具有 下 面 的 性 质 : 

1 .因为 在 对 数 函 数 电 ， 衣 变量 只 能 取 正 
AE, 所以》 一 Ig, y ZX 的 图 形 都 在 y 轴 的 
d. 

2 .因为 181= 0 、in1 = 0 。 所 以 两 条 曲线 
都 通过 (1，9 ) 点 . Bis 一 23 

3. 它 们 随 * 的 增 大 而 EF MBR ?= 18x 和 y— nx ERN (o, +00) 内 都 是 增 
HG REOR 越 接近 于 零 时 ， 曲 线 越 靠近 yf. 

4. 当 0 一 X= 1 时 ， 两 条 曲线 部 在 * 办 的 下 方 ; 当 xc- DRBR a 
上 方 ， 而 且 ， 当 0 <%< 工 时， 曲线 ?= ERR y= nm AER; Mp xc 184, HAE 
?= lex 在 曲线 y —Inx 的 下 方 。 


3 a 

1. 在 同一 直角 坐标 系 中 ， 作 出 函数 v -2 和 函数 » -( 1) 的 图 象 

2. 在 网 一 直角 从 标 系 中 ， 作 出 函数 vt 和 函数 ?= 3 的 图 象 ， 并 指出 在 什么 条 件 
Fy- 2 的 图 象 在 ?- 3 的 图 象 的 上 方 ， 什 么 条 件 下 在 下 方 ， 

3. 在 同 HARRER ERAM y- lo RUE ?= 18x 的 图 象 ， 并 指出 在 什么 
ACE yc lon rtl of y 1&x 的 图 象 的 上 方 ， 什 么 条 件 下 在 下 方 . 

+. 在 同一 直角 坐标 系 中 ， 作 出 函数 y 一 zzx，》 -zx，y=e 的 图 象 , 并 指出 当 x(x>-0) 
增 大 时 ， 那 个 函数 增加 得 最 次 . 

5 电容 器 在 放电 过 程 中 【图 5 一 19)， 如 果 C= 1 (WER) 0R) R3 
GR) 10" (BORD . Uo=10 (ARRE) ， 试 作出 电容 器 两 问 的 电压 总 .的 波形 。 


A E uu. FE 
"mo Uo WR- ge T Heje? ET gui 
. EUN RB. 
a ou m 


!. 已 知 两 个 变量 % 和 ?有 下 面 的 关系 ， 写 出 以 * 为 量变 量 ，? Ja IIBER PREX 
(my f (x) 的 形式 ) : 


(1) 3x c 4y—12; (2) xy-15; 
G) G-3Y» H8) - 65 (4) c3. 
nEARIG)-MTTLL do K1 A) fG)» fü). 


a FARAY- JOT, SORIE QE BUE, MERTE MEIE AE RU C. 
Q2 fo -st-xt (2) Fas s 65s 
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(3) féO 23! +x"; (4) f(x)ex(x- 1 Ys 1). 
4. 电 容器 极 板 上 的 电量 Q 与 电容 器 上 的 电压 U 成 正比 。 比 例 系数 就 是 电容 景 C, 写 
出 8 与 口 的 函数 关系 。 
5, 火 宗 起 动 阶段 可 看 成 等 加 速 运 动 . 设 火 不 起 动 后 用 了 ?分钟 的 上 时间， 使 速度 达到 34 
公里 /小 时 ， 求 在 起 动 阶段 : 
(1). 火车 的 速记 7 与 时 间 上 的 函 数 关系 式 ; 
(2) 火车 离 起 点 站 的 路 程 S 与 时 间 的 函数 关系 式 ， 


[提示 : S 一 纪 4 全 ， 其 中 4 为 加 速度 


56. 实验 知道 ， 铀 导线 的 电阻 尺 与 导线 的 长 庆 ?成 正比 ， 与 导线 的 截面 积 S 成 反比 ( 即 
R- ei. 其 中 比例 系数 叫做 电导 率 ) . 测 得 当 长 /为 1 米 ,截面 积 $ 为 1 平方 毫米 时 . 
"ERLROSO L0vTECH 

01) 写 出 直径 为 0.1 毫 米 的 铜 导线 的 电阻 与 长 度 ?的 函数 关系 式 ; 
(2) 写 出 长 为 100 米 的 铀 导线 的 电 咀 刁 与 截面 积 S 的 函数 关系 式 。 

了, 在 电学 中 ， 电 压 U《 伏 ) ， 电 流 I CE). BHR (K), BOHGEP ( 瓦 ) 之 闻 有 以 

下 的 关系 : 
U-IR, P-]U TR, 

Q) BAIR - 150 欧 ， 写 出 电流 I 与 电压 过 的 函数 关系 式 ， 了 -= I(U), 并 且 求 1(0)， 
15) 的 值 ; 

(2) BAU - 20 羽 , 写 出 电流 了 与 电阻 R 的 函数 关系 式 了 一 I(R), 并 且 求 7 (200) 
的 值 ; 

(3) R=50 欧 ， 写 出 电 功 梁 卫 与 电流 了 的 函数 关系 式 卫 = (1) RP (0.5) 
POHA. 

8. 有 一 块 边 长 为 48 悍 米 的 正方 形 铁皮 ， 在 它 的 四 角 各 前 去 相等 的 一 块 小 正方 形 〈 图 
中 阴影 部 分 ) ， 制 成 一 只 没有 盖 的 容器 . 求 容器 的 容积 了 与 被 前 去 的 小 正方 形 的 边 长 * 之 
间 的 函数 关系 式 ， 并 说 明 函 数 的 定义 域 ， 


(GRE SB 
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9. 某 炼油 厂 要 建造 容积 为 Fo (一 定 ) HAEREERE ATERRAR, WERA 
柱 形 傅 油库 的 底 半 径 > 多 大 时 ， 才 能 使 表面 积 (包括 上 下 底 ) 最 小 的 问题 ,为 此 首先 要 求 
REDUCES 与 底 半 径 7 之 问 的 函数 关系 式 . 试 建立 此 函数 关系 式 。 

319. 下 水 道 的 截面 是 矩形 加 一 半圆 形 〈 现 图 ) ， 如 果 排 水 量 一 定 《 这 时 裁 面积 4 是 常 
量 ) ， 为 了 节省 建筑 材料 ， 就 要 解决 底 宽 x 多 大 时 ， 被 面 的 周 长 工 晤 小 的 问题 .为 此 ， 
首先 要 求 建立 截面 的 刚 长 工 与 廊 宽 # 之 问 的 函数 关系 式 . 试 建立 此 函数 的 关系 式 。 


《第 9 题 ) 《第 10 题 ) 
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在 生产 实践 和 日 常 
Wf. B 


: 活 中 ， 我 们 接触 到 各 种 物体 的 形状 ,就 产生 了 各 种 图 形 指 概念 ， 
形 等 .正如 思 格 斯 指出 的 : “和 数 的 概念 一 样 ， 形 的 概念 也 完全 是 从 外 部 世 


界 得 来 的 ， 而 不 是 在 头脑 中 由 纯粹 的 思维 产生 出 来 的 。 必 须 先 存在 具有 一 定形 状 的 物 


体 ， 把 这 些 形 状 加 以 比较 ， 然 后 才能 构成 形 的 概念 。” 


研究 和 掌握 这 些 图 形 的 性 质 ， 能 够 帮助 我 们 分 析 和 解决 有 关 的 实践 问题 ， 本 章 着 重 


研究 三 角形 的 性 质 ， 下 一 章 研 究 加 的 性 质 、 


一 , 线 B 
用 直 尺 把 4，B 两 个 点 连接 起 来 所 成 的 图 展 型 做 线段 [ 


图 6 一 1 (1) 23. Ug mI pi 


SREBLIS LAC. LEE REVUB AC GP ARRA SESEER OR. MRAD; 也 可 以 用 一 


个 小 写字 母 来 表示 ， 如 线段 mn。 

线段 西端 点 问 的 所 离 叫 做 线 威 的 长 度 .通常 用 的 长 
度 单位 有 公里 Qn) LOK (n). BO Com), EK 
Cnm) 等 。 

MAR BRET RER EKIRI EEI MAR 
[图 6 一 1 (2) IARI EUR ARER — AH PCR AR 
上 的 任意 一 个 点 的 大 写字 母 来 表示 ， 如 射线 4B; 也 可 
以 用 一 个 小 写字 母 来 表示 ， 如 射线 4， 

用 直 尺 把 线段 向 两 端 无 限 延长 所 成 的 图 形 叫做 实话 
[图 6 一 1 (3) ,直线 可 以 用 表 修 它 上 面 任意 两 个 点 
的 大 写字 母 来 表示 ， 如 直 线 4B; 也 可 以 用 一 个 小 写字 
SKET. MARI. 

经 验 告诉 我 们 ， 弘 过 而 点 只 能 画 二 条 直线 . 

EI II 

fite EUH RAE SE Bor 8 GE REI PEL 

多 可 以 站 成 邮 一 点 引 测 两 条 射线 所 组 成 的 图 形 . 这 
个 点 叫做 角 的 顶点 , 西 条 射线 叫做 角 的 边 .如 图 6 一 2 的 角 


A m 8 
a 
A n 8 
[7 
A t 8 
G 
Ple -- 1 
8 
-一 
4 
图 6 一 2 


是 由 射线 04 和 0OB 组 成 ,O 点 是 角 的 顶点 ,这 
个 角 记 作 一 40B 或 BO4， 记号 “一 "该 作 
“ 角 ” .注意 ;表示 角 的 顶点 的 字母 0 〇 必须 写 
在 共 它 两 个 字母 的 中 间 。 在 不 会 与 其 它 角 
发 生 混淆 的 情况 下 , AOBH ARALO, e 

有 时 ， 为 了 方便 起 见 ， 在 角 的 里 面 注 d D 
上 数字 或 小 写 希 腊 字 母 来 表示 fo 如 图 G) (2) 
6 一 3 (1) 中 的 二 1， 2, 6—3(2) 
de, ZB, 

第 也 可 以 看 作 是 由 一 条 射线 绕 着 它 的 端点 旋转 而 形成 
的 .如 图 6 一 4 中 的 角 ， 就 可 看 作 是 由 射线 04， 按 道 时 针 方 
向 ， 绕 着 它 的 端点 0 旋转 到 0 而 形成 的 .此 时 ， 我 们 把 O04 到 
做 这 个 第 的 始 边 ，OB 叫 做 这 个 角 的 终 边 . 

当 射 线 从 04 的 位 置 旋转 到 和 04 成 -直线 的 OB 位 置 时 ， 
所 虎 成 的 角 叫 做 平角 (图 6 一 5) - 

当 射线 从 04 的 位 置 旋转 一 周 ， 又 四 到 04 的 位 置 时 ， 所 
形成 的 角 叫 做 周 佣 (图 6 一 6) ， 

如 果 两 个 角 经 过 移动 ， 能 完全 重合 ， 就 称 这 两 个 角 外 
等 .显然 ， 凡 平角 部 相等 ， 凡 周 角 都 相等 。 
平角 的 一 半 叫 做 直角 [图 6 一 -7?7(1)] . 显然， JL EC 
都 相等 ， 
ACT EEG HU fa np LE [图 6 — 7 22 5 KTE A m 
AT für AT 6 — 7 (222 . 


[a 
a) m G) fü (9 肖 
网 5 一 了 


三 、 角 的 度量 

度量 角 的 大 小 一 般 采 用 “角度 制 ”， 其 单位 为 “ 度 ”、“ 分 ”、“ 秘 ”。 

我 们 把 周 角 分 成 350 等 分 ， 每 一 等 分 的 角 叫 做 一 庆 的 角 ; 把 一 度 的 角 分 成 60 等 分 ,每 
一 等 分 的 第 叫做 一 分 的 第 ; 把 一 分 的 角 分 成 60 等 分 ， 每 一 等 分 的 角 叫 艇 一 秘 的 角 ,，“ 度 ” 
“分 "、“ 秒 "分 别 用 ”、“'”、““* 表 示 ， 例 如 60 度 15 分 30 秒 可 以 记 作 60°15'30”, 度 、 分 、 
秒 之 问 是 60 进 位 制 ， 即 1 “59'、1"=60”、 

技 照 上 面 的 规定 ， 可 以 知道 : 一 周 第 是 360?， 一 平 第 是 180"*， 一 直 节 是 90" . 
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通常 ， 我 们 用 量 角 器 (又 称 半 贺 仪 ) KERA 
的 大 小 . 量 角 时 ， 把 其 角 器 上 的 圆心 和 角 的 项 点 重 
合 ， 并 使 量 角 器 .上 0° 的 刻 线 对 准 角 的 一 边 ， 这 时 ， 
和 角 的 另 一 边 在 量 角 器 上 所 对 的 读数 ， 就 是 这 个 角 的 
读数 .如 图 6 一 8 中 一 40B= 50"。 
例 1 把 25.28" 化 为 度 、 分 、 秒 . 
解 : 15-60, ,0.28° 0,28 x 60' 5 16,8; 
160", S. 0,8'20,8x 60" — 48"; 
28,20? = 25?16'48", 
W2 把 102"15' 化 为 度 . 
[ "EX (Ey, E 15 218 x (Ey co as, 
102?15'-102,25?. 
AUEWTfRZURIAR 907, HEAGEIS A fal fH 4 8 UB TAM fe AR 
第 .如 图 6 一 9 中 ,过 1 和 三 2 机 为 余 角 . 


如 果 两 个 角 之 和 等 于 180。， 那 末 这 两 个 | 
AID. Jen ARS hm | 
补 角 . 如 图 6 一 10 中 , 二 a 和 -二 8 互 为 补 角 . 
1 


Biz 如 图 6 一 11， 书 知 40B3 是 一 条 直 
B, Za=41°50, RLB. 图 6 一 9 
解 : … AOBROA. 
.e+T<B=180>， ` 
ZB ~ 180° — za arf Uu g 


=180° — 41°50" 


=138°10, Re —10 
Bla 图 6 一 12 表 示 车 刀 在 车 外 图 时 的 
加 工 过 程 . CMER M 9 一 49"， 一 偏 角 P 
一 45"， 求 刀 央 角 e.。 a B Ka 4 
解 ; … A8 + Lp+ AP = 180°, 0 
ZE=180° (Lp: Lp) Ho—H 


—180? — (40? 45?) 
= 180° — 85° = 95^, 
如 果 两 条 直线 /4B 和 CD 相交 于 0 点 (图 6 
一 138)， 它 们 构成 了 四 个 第 ， 其 中 AAOC 各 
一 BOBP 叫 做 对 顶 舟 ， 同 样 之 40D 和 一 COB 
也 是 对 项 第 。 
对 项 角 有 下 述 性 质 : 
定理 * ” 凡 对 顺 角 都 相等 


”我们 把 经 过 证 明 更 能 成 立 的 重要 结论 叫做 定理 。 


已 知 : 一 40C 和 一 BOD 是 对 顶 角 【〈 图 6 一 13). € 
dS <40C = BOD. 


A 
证 明 : S 一 40C+ 一 COB-180" (AB 是 一 条 站 a 
直线 ) ， 
«0 LAOC=180° — COB; 图 5 一 13 
X ” <BOP+<COB-180"(CD 是 一 条 直线 ) ， 


“+ BOD =1802 一 一 COB; 
«A0C = ZBOD. 
几何 中 每 一 个 定理 部 是 由 条 件 和 结论 两 部 分 组 成 的 .定理 的 证 明 ， 就 是 和 由 条 件 作 基 
础 ， 根 据 已 经 掌握 的 知识 ， 推 导出 绪论 来 .因此 ， 在 定理 证 明之 前 ， 先 要 分 清 性 么 是 条 
件 ， 什 么 是 结论 ; 并 把 它们 分 别 列 在 “已 知 * 各 “求证 " 栏 肉 ,在 证 明 过 程 中 ， 每 一 论证 E 
必须 有 确切 的 根据 ; 并 要 把 这 些 根据 写 明 白 (通常 写 在 右边 的 括号 内 ) . 


X ø 
+, 色 的 大 小 和 所 通 的 边 的 长 短 有 没有 关系 ? 
2. 指 出 下 列 图 形 中 各 用 个 角 ， 并 分 别 把 它们 写 出 来 。 


3. m RA ma ula Ham EN 大 写字 母 来 表示 。 
4. 用 量 角 器 分 别 画 出 


35°, 90°, 150° 的 
fü. 
5, 计 算 : 


(1) 29.36° 合 多 少 度 、 

£P. £pi RID 
(2) 1057127 & mp RE s AZ. 
(3) 45% - 11?28' 4 33° 


42; NÉ 
(4) 10*20' —15?11'4- EN 

24°51; GB aD) 
(5) 1221012") x 55 (6) 360°+ 8, 


6. FU f IA PRRUM ft o0 rto 
(1) 50°; (2) 44?45', E 
7 EMBED BS E ras, Hp EIC 90°, 


样板 济 得 后 角 a 6、 前 角 - 20*， 求 它 nA 
me, 

8 .这 角 铁 是 经 常 磺 到 ps 
Ro ummfüekirus RE ^, d 
Jis] CR BE (22 8 € 办 

AE 1207. i a) 

一 D4E =120°), ii% BE 《第 8 题 ) 
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CE (1) J 应 把 二 B4C 锯 成 多 少 度 ? 
9. 如 图 ,已 知 两 条 直线 4B、CD 相 交 了 于 0 点 ， 过 0 引 


射线 OF， 设 和 1 =30°， 4-45", OR 2, 3 和 
一 5 的 度数 。 
第 二 节 WRAHA 
(第 9 题 ) 
同一 平面 上 的 两 条 直线 ， 它 们 的 相互 位 置 关 系 有 各 c 
种 不 同 的 情况 ， 其 中 以 两 直线 互相 垂直 和 互相 平行 为 最 
重要 ,本 节 研 究 垂 上 直 和 平行 的 基本 理论 。 A 
—.£ 线 5 8 
车 两 条 直线 相交 成 直角 ， 则 称 它们 是 互相 委 真 的 碎 
HR. 其 中 的 一 条 时 做 另 一 条 的 垂 线 ， 它 们 的 交点 中 做 重 5 
E. 
”在 图 6 一 14 dn 4B 和 
CDWJE HM EBENE, 
而 O 点 就 是 垂 足 。 


我 们 用 记号 “上 ”( 读 作 
"GEECDP") 来 记 两 直线 互相 
垂直 的 关系 。 如 在 图 6 一 14 
d ABSCD ERISSBG M 
记 作 <4BP 1. CD (或 CD 
AB). 

在 工厂 常用 划 针 盟 和 角 
尺 画 亚 线 .如 图 6 一 45， 上 先 
HEMA YE 线 4B， 再 
把 角 尺 放 在 平台 上 ， 紧 靠 工 
件 ， 画 出 直线 CD， 那 末 4B 


(0 


AA 


了 CD 工人 师傅 通常 称 这 种 CO ABI RPRABISSERS (2) AABI APERAR ER 


互相 垂直 的 直线 为 十 字 线 ) , 


在 绘制 工程 图 时 ， 也 常 利 用 三 角 板 画 往 线 (图 6 一 


16) 


TF £uf]r ZHURUB BD, FR EIEL ER E PUR AR 


段 的 垂直 平分 线 的 方法 
例 1 
作法 : 


C1) 以 P 为 蜗 心 ,适当 长 为 半 征 作 圆 缴 , 此 圆 绪 与 
直线 ! 交 于 4、B 两 点 (图 6 一 17) ; 


过 直线 1 外 一 点 卫 作 ?的 于 


i 6—16 


Da 


R. 
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(2) 分 别 以 4、 有 为 圆心 ， 回 样 长 为 半径 
( 须 大 于 二 AByg m BIJCRUE TP. PBA 
(3) EEP, Di, BR SDAP.PUARAGR 
和 作 的 垂 线 。 
例 2 。 作 线段 4 五 的 垂直 平分 线 ( 即 经 过 绥 外 的 
中 点 ， 与 线段 了 相生 直 的 直线 ) 
作法 : 
(1) AMU 4、B 为 图 心 ， 同 样 长 为 半径 { 须 
大 于 laB)mBt. mae C. DWA (图 " 
6 —18) ; 
(2) MESIC, D, WA EERRCDBUERUER 
迁 直 平分 线 ， i 
从 图 6 一 19 中 可 以 看 出 直线 1 AM Sc 一 也 $ 5 6 
BI INOBANNDEMOD NER Qu OT D 网 6 一 19 
BEMD) HES, RB MD KERUM ASER | EN, 
二 、 平 行 线 
笔直 的 铁路 的 两 条 铁轨 、 黑 板 的 上 沿 和 下 沿 都 可 以 看 作 两 条 永 不 相交 的 直线 。 
在 同一 平面 内 永 不 祖 交 的 大 条 直线 岂 做 互相 平行 的 真 线 . 
在 图 6 一 20 中 ，4B、 CD 就 是 两 条 互相 平行 的 直线 . 
我 们 用 记号 <f?〈 读 作 “ 平 行 于 ") 来 记 两 直线 互相 
平行 的 关系 .如 在 图 6 一 20 中 ，4B 与 CD 互相 平行 ， 就 
记 作 4B1CD (或 CD /AB), HEN 
我 们 看 到 ， 黑 板 上 沿 的 每 一 个 点 到 下 沿 的 距离 都 相 图 6 一 20 
等 .这 说 明 ; CoA PLAT RE HOA NU 
工人 师傅 常用 丁字 尺 、 三 角 尺 、 角 尺 和 活络 角 尺 等 工具 ， 在 图 纸 或 工件 上 划 轩 平行 
线 ， 方 法 如 图 6 一 31 所 示 ， 
这 几 种 平行 线 划 法 的 共同 特点 是 ; 在 划 线 过 程 中 一 【 和 二 2 保持 相等 。 


A s 


£3) 


图 6 一 21 


在 图 6 一 22 中 ， 如 果 过 1 和 二? 不 相等， 那 末 划 出 的 两 条 直线 址 和 i 就 不 平行 . 
一 般 地 ， 两 条 直线 48、CD 和 第 三 条 直线 EF 相交 ， 构 成 八 个 角 《〈 图 6 —23) . $ 
这 些 角 的 位 置 把 它们 分 成 两 类 : 
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Ig 6—22 i e —23 


LIJ LIMS, 228.6. 2381521, LRL 8 1339 IET: a 

(2)》 一 3 和 一 0， LARL 5 ABI p BER 

根据 上 面 划 平行 线 的 方法 ， 我 们 得 到 下 而 的 结论 : 

定理 ”两 条 喜 线 和 第 三 条 直线 相交 ，。 恕 则 有 二 对 园 位 钊 相等 ， 那 末 这 两 条 真 线 相互 
Fi Ei hm Afer HUE BEARS. 

例 1 MEGa Clar. GRUABICD, 

证 明 : e circi. (ERU) 

X co 过 1 ~ 过 3 ，( 对 项 角 相 等 ) 


2=L3, 
AB ICD。( 邮 位 角 相 等 ， 两 条 直线 平 行 ) F 
从 这 个 例 是 ， 我 们 得 到 下 而 的 结论 : 网 > 
推论 两 条 直线 和 1 条 真 线 相交 ， 如 果 有 一 对 内 错 角 和 等， WRAHA A EHH 
x5. 
LEMETITE 


Ef. 
LE CI 62. DAS i Ma2 五 种， 求证 4B/ CD, 
dH zicu2180, (BG5nddj) 
4 ndis -c2. 
X —0Vocrsz3180, (CD 是 一 条 直线 ) 
^" z8-187*-2z2. 
21-23, 
ABI CD, (ARAS, MARFII) 
LE 4B 6 26 已 知 4B7 CD. AEf CF, RELA= 
«c. 
ag RCPRABUEH*ZI, 
ABI CD, 
过] ~ 人 CC，【《 两 直线 平行 ， 同位 前 相等 } 
和 
二 1 ~ 迟 4.，【( 两 直线 平行 ， 同位 俘 相 等 》 
一 4 =- 一 C， 
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两 个 锐角 相等 .这 个 结论 ， 我 们 以 后 经 常用 到 它 . 
习 HB 
1. 试 举 出 几 个 两 条 直线 相互 重 直 和 相互 平行 的 实际 例 节 。 
2. 垂 直 于 同一 直线 的 两 条 坦 线 有 什么 关系 ? 平行 于 同一 直线 的 两 条 直线 有 什么 关 


ES 

3. 如 图 ， 试 画 出 交点 和 点 之 间 的 距离 ， 半 点 到 直线 CD 的 距离 和 YY 点 到 直线 4B 的 
EN. 

A RERHRER REIRE KEEA ESS MIE, T Aq 55 AFM 
DUESPECODQU HE LEODI PI MES ASPEN 


(第 3 题 ) CB AB 


5. 如 图 ， BndBI CD, <1 -27°, RR 2 WER. 
6.38. CAB; CD, 1-50, XX fati. 


【第 5 题 ) Ch eI 
7. 如 图 ， DCHGEUD L, HCEILAB, 1 =75°, c2 =60°, 
R: 0) ZA, ZB, ZACB EO YADE; 
(3) 一 4+ z B4 LACER IE, 
8. 如 图 ， 已 知 427 CD， 求 证 过 1 -一 2 。 
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s.d, cALAE/BC, ZB-.zC,oRiEZ 1-2. 
10. 如 图 ， 已 知 -4BADC，4DABC， 求 证 ; 
一 B4D - ZBCD, 


[C EE 《第 i0 题 ) 
第 三 节 = fü X 
三 角形 是 一 种 基本 的 几何 网 形 .在 工农 业 生产 中 ， 形 状 为 三 角形 的 结构 有 阔 广 泛 的 


应 用 .例如 ， 屋 架 、 桥 染 等 都 采用 了 许多 三 角形 结 
一 、 三 角形 的 基本 概念 


未, 如 图 6 一 27 中 ,顶点 为 4. B, C 的 三 角形 ， 记 作 “A4BC”， 
Wk “SAWAB, AAERAB, BC, CA A ABC) 438, LA, LB, <C m di 
AABCHIZA FW fü, SE ERA, ABC 的 三 个 角 , 三 角形 的 三 条 边 有 时 也 用 小 写字 母 米 表 
示 ， 习 惯 上 总 是 把 一 4 所 对 的 边 记 作 C, LE EARED, ZCRBIX I MEG 
(图 6 一 27) . 
1. 三 角形 的 分 类 
按照 角 的 大 小 ， 三 角形 可 以 分 为 
(1) 锐角 三 角形 内 角 部 是 锐角 的 三 角形 ; 
(2) HAZAR- 一 在 一 人 内 贡 是 囊 角 的 三 角形 ; 
G) 钝 第 三 角形 一 一 有 一 个 内 条 是 钝 第 的 工 第 形 ， 


类 《图 6--28) : 


e BAZIE 直角 三 角形 Tfi fuU 
图 6 一 27 图 6 一 28 


在 直角 三 角形 中 ， 夹 直角 的 两 边 叫做 真 角 边 ， 直 角 记 对 的 边 叫 做 得 边 。 
按照 边 的 长 每 ， 三 角形 又 可 分 为 三 类 (图 6 一 29) : 

O 不 等 边 三 角形 一 三 条 边 的 长 度 都 不 相等 的 三 角形 ; 

(2) 等 角 三 角形 一 -有 两 条 边 的 长 度 相 等 的 三 角形 ; 
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G) 等 边 三 角形 一 一 三 条 边 


的 长 度 部 相等 的 三 角形 。 

在 等 项 三 角形 中 。 相 等 的 本 
Prem 
KUNNANTIE MENS 。 inler emos ^ 第 边 三 并 
fom Rm. Bl 6 —29 
,三 角形 的 主要 线段 
连接 三 角形 区 任意 一 个 顶点 和 它 对 边 中 点 的 线 中 


叫做 三 名 形 的 电线 .三 角形 中 任意 一 个 内 角 的 平分 线 和 j 


[S 


对 边 相 交 ， 连 接 角 的 项 点 和 交点 的 线段 ， 叫 向 三 角形 的 
角 平 分 线 . 从 三 角形 的 任意 一 个 顶点 向 对 边 〈 或 对 边 的 : 
EKR) IER ARDANE NRBEM MEAR umi 
E (图 6 一 80) 。 fos 
三 角形 的 三 条 中 线 、 三 条 角 平 分 线 和 三 条 高 都 分 别 相交 于 一 点 ,其 中 ， 三 条 中 线 的 
交点 四 做 三 角形 的 形 心 . 
二 、 三 角形 的 内 角 和 
我 们 先 来 做 一 个 洋 验 ; 
用 硬 纸板 任意 做 一 个 三 角形 ， 然 后 把 各 个 内 角 
前 下 来 ， 并 按照 图 6 一 31 的 方法 ， 把 它们 拼 在 一 3。 
起 。 就 会 发 现 ， 这 三 个 内 角 正 好 组 成 一 个 平角 . Bp e 
三 角形 三 内 角 之 和 等 于 180*。 

下 面 ， 我 们 用 推理 的 方法 来 证 明 这 个 结论 ， 


Em CZAECSADQESTU. P 
BAM ZA ZB CIE AABCRB/- A Pf ( ud 
6—32). ^ t=- ? 


求证 : ZA Be zC-1805, 
证 明 : 延长 BC 至 D， 过 C 点 作 CEY AB, 
LAL. (MERET, MA 错 角 相等 ) 
B-c2 《两 直线 平行 ， 则 同位 角 相 等 ) 
LÀ M EBAY LACB=£1 +2 ZACB-180, 
Bii LA- VLB-ZzC-180*, 
在 上 曾 的 证 明 过 程 中 ， 我 们 在 原来 的 图 形 上 添 必 了 BC 的 延长 线 CD 和 平行 于 .1B 的 
直线 CR，CD 和 (C 天 中 做 辅助 线 .辅助 线 通常 画 成 虚线 。 
我 们 把 三 角形 的 一 边 和 另 一 边 的 延长 线 所 组 成 的 角 〔 如 图 6 一 32 中 一 4CD) mp di 
三 角形 的 一 个 外 角 , 人 上面 的 证 明 可 知 ， 
LACD=- L1 422 = LA+LB. 
Hb, REA ER: 
推论 1 ZAPNEN-INE. STREZASABIRAZM, 
124 


恨 据 上 面 的 定理 ， 还 可 以 推出 另 一 个 结论 ， 即 
例 1 ”六角 螺 幅 各 内 角 都 福 等 ， 问 每 个 内 和 角 等 于 多 少 度 ? 
Mi ME 6—33, JEXERARAC, AD, AE, 3x A 
样 ， 我 们 合 得 到 四 个 二 角形 ， 即 人 48C、 和 ACD、 
AADERIAAEF, 因为 这 四 个 三 角形 的 内 角 和 都 
是 180"， 而 大 角 螺 想 内 角 利 就 是 这 四 个 三 角形 内 角 
的 总 和 ， 所 以 
六 角 螺 帽 六 个 内 角 之 和 一 4 x 180° 
一 720? ， 
从 面 得 ， 六 角 竟 幅 的 每 一 个 内 角 一 -720” 
=120°, 
仿照 这 个 例题 的 解法 ， 我 们 可 以 从 4+ 边 形 的 一 
ARRENAR, TRR A ABARA- 2 个 三 角 
X. A n 边 形 的 内 角 和 就 等 于 这 -2 个 三 角形 
的 内 角 总 和 ， 所 以 有 
4% 边 形 的 内 角 和 = (2 2) x 180° 
Bo 已 知 锐角 4 的 两 边 分 别 重 衣 于 另 一 锐 
角 公 B 的 两 边 (图 6 一 34) ,求证 4 ZB. 


证 明 ; EAA, ZC=90°, (ACLBC) 图 6 一 34 
LALLI 90^, (直角 三 角形 两 锐角 互 余 ) 
即 Lå-9°- L1, 
WABODp, ZD-90°, CAD BD) 

e LBi L2-90° (直角 三 角形 两 锐角 互 余 ) 
即 ZB-90- 72. 
x Uo Zi-Z2, Cd BUR dA) 

~ LA- ZB, 


这 个 例题 说 明了 : WR HELPER AGE EXER CT — A BEPRIU AL, IE, 


”三 、 爹 等 三 角形 及 其 判定 
工人 师 伟 亦 下 料 叶 ， 往 往 先 接 样板 划 出 图 形 ， 然 后 再 进行 切割 。 这 样 切割 下 来 的 钢 
板 和 原来 样板 的 形状 、 大 小 完全 一 样 ， 放 


在 一 起 就 能 完全 重合 . < 
我 们 把 能 够 完全 重合 的 两 个 图 形 叫 做 ZN AN 
AGE. 能 够 完全 重合 的 两 个 二 角形 叫做 . 


E. uH S c Exam, F E g € 


读 作 “全 等 于 "， 如 图 6 一 385 中 ， 和 ABC 与 图 6 一 55 
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A4B'C' 全 等 ， 就 记 作 A4BC2A4B'C'. 

在 两 个 全 等 三 角形 中 ， 互 相 重合 的 边 叫 化 对 度 边 ， 互 相 重合 的 角 志 做 对 应 龟 . 如 在 
图 6 一 35 中 的 两 个 全 等 三 角形 之 闻 ，4B 与 4B"、 BC 与 BC、AC 与 4C' 是 对 应 边 ， 人 4 
5AA, LBHaEB CH ZO TERI. 容易 看 出 ， 对 应 边 所 对 的 角 是 对 应 角 ， 对 
应 角 所 对 的 边 是 对 应 边 ， 

很 明显 ， 全 等 三 龟 形 的 对 应 边 相 等 ， 对 应 角 也 相等 

下 面 我 们 介绍 判定 两 个 三 角形 全 等 的 法 则 . 

当 确 定 丙 个 三 角形 是 否 全 等 ， 可 以 把 其 中 一 个 放 在 另 一 个 上 面 ， 看 一 看 它们 是 否 重 
C. 很 明显 ， 如 果 两 个 二 角形 的 三 条 边 和 三 个 角 都 对 应 相等 ， 那 来 这 两 个 三 角形 就 能 重 
合 .但 实际 上 ， 要 判定 两 个 三 角形 全 等 ， 只 要 知道 某 些 边 和 钊 对 应 相等 就 锣 了 . 

判定 定理 1 AUR Xx sm TcAERWTASE 
[itx RS EE 


证 明 从 咯 ， ; 
根据 判定 定理 1, 在 AA4BC 和 入 4 BC & X 
中 (图 6 一 36), 如 果 LUN 
Lås LA, <B- Zl, AB ^ N 
=AB', f ÈE OA 8 
PRAE 
AABC2AABC', 图 6 一 36 


除 判 定 定 型 1 外， 我 们 还 有 两 个 浏 定 定理 

HEEE? MR T AEAN RAAE DDR UD DR IL ROLES NPAGI UU, 
DEDE RUINIS. HERE BUS SAUCE (WIRA Jr. W. 

判定 定 负 5” 如 央 一 个 三 角形 的 宇 条 边 与 另 一 个 三 角形 的 三 
页 个 汉 角 形 念 等 (简写 成 边 、 边 、 边 ) 。 

浏 定 定理 和 判定 定理 3 的 证 明 从 路。 

出 判定 定理 3 可 知 ， 只 机 三 角形 的 三 条 边 回 定 ， 这 个 三 角形 的 形状 就 完全 确定 ， 铺 
如 ， 用 所 根木 条 钉 成 一 个 三 角形 的 架子 〈 图 6 一 37) ， 它 的 形状 不 会 改变 .如 果 用 四 根 
水 条 条 成 一 个 四 边 形 的 架子 ， 它 的 形状 就 很 容易 改变 《图 6 一 38) .三 角形 的 这 种 特 性 
Wy AD RH. 


对 应 相等 ， 那 末 这 


cd 


| 


. 
Ù 


Q 


二 6 一 37 
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为 什么 要 研究 全 等 三 角形 驼 ?* 我 们 知道 ， 在 实际 工作 中 ， 常 常 要 判断 两 条 线段 或 两 
个 角 相 等 .基本 方法 是 把 它们 重合 在 一 起 比 一 比 ， 或 是 量 一 量 . 但 是 有 时 还 会 遇 到 不 能 
交接 比 或 直接 量 ， 这 时 可 以 利用 全 等 三 角形 作出 判断 ， 

例 ”如 图 6 一 39 所 画 的 工具 
叫做 卡 钳 ， 它 是 根据 全 等 二 角形 
的 原理 制造 的 。 在 图 6 一 39( 2 ) 
PAOA 三 点 在 一 条 直线 上 ， 
也 在 一 条 直线 上 ,而 
H04-04',0B - OB' .要 测量 工 
件 内 槽 的 宽 4B, 只 要 量 出 和 出、 好 1) 
两 点 间 的 距离 就 可 知道 .为 什么 ? 图 6 一 39 


解 : OA-OA. OBLOB, (已 知 条 件 ) 

X -40B- 一 4'0B'， COS BUR 4858 ) 
AAOB2 AAOB', GA. fi. 3) 
AB-A'B', 《全 等 三 角形 对 应 边 相 等 ) 


Bist, A4". BUBPGRPSDÉG ETATS JE TC 4T PARURE AB, 
1, 恕 图， 求 下 列 名 三 角形 中 < 角 的 大 小 。 


2. 已 知人 4BC 中 ，<4=<B = 人 (， 求 针 个 角 的 大 小 。 
3, 如 图， 殿下 列 各 图 形 中 必 角 的 大 小 ， 


4. 飞 机 从 马 地 飞 往 召 地 ， 因 受 侧 风 的 影响 ， 一 开始 就 偏离 航线 AB, ITCRA 
Oni). CX UA 44-7. RapfacB 一 9*， 求 修正 角 二 BCD. 
5. 车 工 在 车 锥 形 工件 时 ， 刀 架 应 扳 动 的 角度 为 <( 如 图 ) ， 试 计算 出 s 角 的 大 小 - 
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9 8 
n j 
3 D 
AA 


(第 4 题 ) (第 5 题 ) 
6, 蚀 床 刨 斜 面 时 ， 阳 纸 标明 工作 的 夹 角 为 8， 刀 架 应 扳 动 的 角度 为 <C 如 图 (1)， 
(2) ]， 试 分 别 计算 出 a 角 的 大 小 . 
?. 如 图 所 示 的 丁 件 ， 在 铣床 用 端面 铣 刀 锁 切 斜面 ， 图 纸 标 明 人 8 - 1507, 34E JL FE 


AS A 


(第 6 i) 
8. 在 斜面 上 ， 物 体 记 受 的 重力 的 方向 OP (OPT4C)， 和 物体 对 斜面 的 压力 的 方 
向 00(08.4.48B)， 所 夹 的 角 为 4， 斜 面 的 倾斜 角 为 6《 如 图 ) ， 问 4 与 8 有 什么 关系 ? 
9. 如 图 ， 在 直角 三 角形 :48C 中 ，CD 是 钉 边 48 的 高 ， 求 证 : L4= 人 人 1， LB- L2, 


(第 7 题 } 


E 
《第 8 ED (第 9 BD 
10, 吉 图 ， 已 知 线段 4B 和 CD 相交 -0 点 ， 且 04=0B,，0C=0D. 求证 : 4C =BD, 


11, 如 图 ， EAAB-AC, /B- 7C, RE: BD CE, 
12,3], BALAB- AC, BD- CD, BF =CE， 求 证; ZBDF — ZCDE, 


4 4 
£ E 
4 2 
8 c 8 D [4 


【第 10 题 ) 【第 11 感 ) 【第 12 题 ) 


了 28 


第 四 上 几 种 常见 三 角形 的 性 质 、 勾 股 定理 
在 这 一 节 里 ， 我 们 将 研究 等 于 三 角形 、 等 边 三 角形 、 直 角 三 角 脱 以 及 平行 四 边 形 的 
一 些 重要 性 质 、 这 些 性 质 ， 特 别 是 直角 三 角形 的 勾 股 定理 ， 是 学 习 后 面 各 章节 所 不 可 缺 
少 的 知识 . A 
一 、 等 腰 三 角形 的 性 质 
定理 在 等 腊 三 角形 中 ， 
O) 而 角 的 平分 线 、 底 边 的 中 线 、 底 边 上 的 高 是 
同一 条 线 股 
(2) 两 底 角 相等 . 4 号 e 
Gd: A4BC 是 等 大 三 角形 〈 图 6 一 40) ， 即 4B - AC, 


图 6 —10 
-4 是 一 4 的 平分 线 。 
求证 : (1) 4D 是 底 边 BC 的 中 线 ， 即 BD= DC; 
4 是 底 边 BC 上 的 商 ， 即 4P.LBC; 
(2) EAMG MAB = zc, 
证 明 : (1) TEAABDRIA ACD h, 
Vo AB=AC, <i=<2, (Bn 
又 voOAD-AD, (公用 边 ) 
^ AABDEAACD, Gh. fü, xb) 
-. BD-DC, (全 等 三 角形 对 应 边 相 等 ) 
又 Uo ZADB= 一 4DC， (全 等 三 角形 对 应 角 相等 ) 
ZADB+ ZADC = 1807, 《B、D、C 在 一 直线 上 ) 
so ZADB- ZADC= 90°, 
即 AD ABC, 
(2) * AABDeAACD, (前 已 证 ) 
ZR- <C, 《全 等 三 角形 的 对 应 角 相 等 ) 


根据 这 个 定理 ， 我 们 知道 ,在 同一 三 角形 中 ;， 中 ,等 边 所 对 的 角 相 等 . 反之， 如 果 在 一 
个 三 久 形 中 ,有 两 个 内 旬 相 等 ， 夷 么 它们 所 对 的 这 说 必 相 等 (从 而 是 等 异 三 角 背 )、 这 个 
结论 En TER OUS. 

从 图 6 一 40 中 可 以 看 出 ， 等 屡 三 角形 是 关于 康 边 上 的 高 对 称 的 图 形 . 

由 等 熙 三 角形 的 性 质 知 道 ， Xd AX, : 等 边 对 等 有 有， NOU WE I 
角 都 相等 又 因 三 角形 三 内 角 之 和 是 180?， 所 以 等 边 三 角形 每 个 内 角 都 等 于 60" ,反之 ， 
若 一 个 三 角形 前 三 内 角 都 相等 , 则 内 在 同一 三 角形 中 ,等 角 对 等 边 ， 所 以 这 个 三 角形 是 名 
边 三 角形 。 即 营 角 三 角形 必 是 等 边 三 角形 。 

=. ERIAK A, AREE 

EA KRA-REToOUREIUSERDSTBAN E. 

EA YEAABCq,, zUCA- 907, zA-30 (B6 413, 

RE: BC- TAB, 
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证 明 : 延长 BC 至 B ， 使 BC~BC， 并 连接 AB'， 


反之 ， 还 可 以 证 明 ， 如 果 直 和 角 : 


的 角 必 是 307 . 
"Tu. 我 
TERE 


民 就 研究 了 直角 三 角形 三 


eb. "EE 


Lg 


BC-B'C, ong 和 
ZBCA-zB'CA-90^, (B, C, B' 3g —H x 
RE) \ 

AC=AC, CAD) 

AABCIAAB'C, — (Gh. fü. 3) 

4B -AB', (全 等 三 角形 对 应 边 相 e 
疼 6 一 41 

等 ) 

一 万 一刀 CERE UE 底 角 相等 ) 

ZB= 60°, (在 直角 入 A4BC 中 ， 玫 BAC - 307) 

LB' 60°, 

LBAB' -60°, (三 角形 内 角 之 和 是 180°) 

BB'— AB, (同一 三 角形 中 ， 等 角 对 等 边 ) 

BC. LAB, 


H: 


HEH HAARR BARE AAt 
窜 介 绍 关于 直角 三 角形 的 一 个 非常 重要 的 性 质 - 一 勾 股 定理 。 
“中 国 是 世界 文明 发 大 最 早 的 国家 之 一 ”. 早 在 三 千 多 年 前 ,我 国 劳 动人 
边 之 闻 的 关系 ， 总 结 出 了 著名 的 勾 股 定理 ; 


必 直 角 三 角形 中 较 短 的 直角 边 , “ 股 ? 是 指 较 长 的 直 贡 边 ,“ 纺 ”是 指 斜 边 . 


现在 ， 我们 就 来 证 明 这 一 定理 . 
勾 股 定理 ”直角 二 角形 中 ， 叙 边 的 平方 等 于 两 直角 边 的 平方 的 和 。 
已 知 : ÆAABCH, <EC=90° (图 6 一 42)。 
求证 : gb.bt lg 
证 明 ; 将 四 个 和 图 6 一 42 一 样 的 直角 三 角形 拼接 在 一 起 ， 
组 成 如 图 6 一 43 所 示 的 边 长 为 4+5 的 正方 形 CFGH， 
先 证 四 边 形 4BDE 也 是 正方 形 . 
事实 上 ， AABCGABDF, 


X 


WB 


a x18; 
zlcalà =90°, 
eS z2443-90, 
«a4 90? 
T ABDE 的 其 他 三 内 fi 


也 是 59"， 从 而 它 是 一 个 正方 形 . 
因为 正方 形 AEDE 的 面积 与 四 个 直角 三 角形 面积 之 
和 ,等 于 正方 形 CPG 玉 的 面积 ， 所 以 有 
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+a x Tabe (a+b), 


c+ oab::a:+ 2 0b+b?, 
于 是 得 254b . 
在 直角 三 角形 中 ， 如 果 有 两 条 边 的 长 度 已 经 知道 ， 那 末 ， 另 一 条 边 的 长 度 就 可 按 沼 
匀 肌 定理 计算 出 来 . 
鲍 1 一 个 工件 的 尺寸 如 疼 6 一 44 所 示 【〈 单 位 是 毫米 ) ， 求 并 、B 两 孔 中 心 的 距离 。 
解 : 连结 4B， 并 作家 角 AABC. 
由 图 可 知 ;: AC=40—21=19, -2 
BC=65— 21= 45. 
根据 匀 股 定理 知 : 


€ 


管 : 4、 如 两 孔 中 心 的 距离 为 48.85 毫 米 . 
例 2 在 直角 二 角形 ABC 由， 一 30”, BC 
=a, GRAB, ACHIK (图 6 一 15) . 
解 : S A30. BC, 
AB- 24, 


AC? - BC? = AB! , 
AB - 19? M 45* - 48,85( SER). J 


=s 4C? :AB:-B 


=4a? a? 


AC—y 3a, 

Bis 菜 车 间 要 把 一 批 截 面 为 正方 形 的 钢 料 ， 去 掉 
WAA: 加 工 成 如 图 6 一 46 所 术 的 正八 边 形 工件 .已 知 
正方 形 每 边 长 为 50 毫 米 ， 问 加 工 后 八 边 形 的 每 边 长 是 多 
少 ? 5 a E 

解 : 设 八 边 形 每 边 长 为 x OMUIER). AH 6 一 46 "T 
PJA Zed8dsyuAü BRARGE JR — HUE. HAAR 


oso WAREDAEGDHEMAUN 397. HAREA 


00 x V 
í 2 -) 
即 有 ， 
0 
2 > 
x? +1003- 2500 -0. 
100411007 十 
解 之 得 ox voe 


2C 


一 J- E - 
x = 二 10d Mov 2 - 50-502, 


X, 80 501/23 ~ —50 +50 X 3,414 —20,2. (REOR) $ 
4,-—50—501^2 《 因 边 长 不 能 为 负数 ， 故 省 去 ) 。 
Eu 正八 边 形 每 边 长 大 约 为 20.7 豪 米 。 
三 、 平 行 四 边 形 的 性 质 
BASDIANUCETGATUIETUCEC TOR. 
平行 四 边 形 用 记号 “ 口 * 表示 。 如 图 6 一生 中 的 平行 四 边 形 4BCD, 可 表示 为 “ 口 
ABCD”, 
平行 四 边 形 有 下 面 的 性 质 : 
定理 ” 凡 平 行 四 边 形 ， 部 有 
() albis 
(3) Ef 
G) 两 对 角 缆 互相 平分 。 
已 知 ; ABCD 为 一 平行 四 边 形 (图 6 一 47)， 即 
ABIDE, AD/BC, 
它们 的 两 条 对 角 线 4C、BDP 相 交 于 OA. 
求证 : (1) AB- DC, AD -BCi 
(2) ZADC = <ABC, z DAB - zDCB; 
(3) 40- CO, BO- DO, 
证 明 : 在 A4BC 和 AcCD4 中 ， 
v ABIDC, BCJAD, 


S 0Ll1Z2.24--3, (MRTT PRBISIIN) 
X v AC-AC, 《公共 边 ) 
J AABCOACDA, (fü, 3i. fh) 
于 是 .我 们 得 到 : 
(1) 48- DC, BC-AD; (全 等 三 角形 ， 对 应 边 相等 ) 


(2) ZABC = ZADC, (全 等 三 角形 。 对 应 角 相 等 ) 
此 外 ， 还 有 LDAB=Z1 +13 23-44 
~-ZDCB, 
G) 两 条 对 角 线 互 相 平分 ， 留 给 学 员 在 
己 证 明 
例 把 线段 4B 二 等 分 。 
作法 : 《图 6 -48) 
O) 过 和 点 作 射 线 4P; 
(2) A A EEG, KAP 上 连续 截取 三 "M 


BUHSRISARERAA,, AA LASS 
(3) ERAB, 并 过 41、4, 分 别 作 平行 于 4sB 的 直线 ， 交 4B 于 C、D 两 点 ， 则 
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组 段 48 就 被 5、D 三 等 分 ， 即 
AC=CD=DB, 
证 明 (EA LGIAB, 于 是 CDGA, 是 平行 四 边 形 ， 
A,G- CD, 
ZA-eZzrÉ,cics5. COWERBEGEH. BB) 
AA, TA S. (EIE) 
AAA,COAALAG, (fg, A. A) 
AC-A,G, (全 等 三 角形 对 应 边 祖 等 》 
AC=0D. 
同 理 可 证 。 CD-DB. 
从 上 例 可 知 ， 如 果 一 组 平行 线 在 一 条 直线 上 截 得 相等 的 线段 ， 那 末 在 与 它 粕 交 的 另 
一 条 直线 上 也 截 得 相等 的 线段 . 
1 .为 了 检验 房 梁 是 否 水 平 ， 常 用 一 块 项 角 系 一 个 重印 的 等 厢 三 角 板 ， 立 在 恒 梁 上 
(如 图 ). 如 果 系 重 锤 的 线 经 过 底 边 的 中 点 ， 就 说 明 房 梁 是 水 平 的 ， 这 是 根据 什么 道理 ? 
2 证 明 等 大 三 角形 项 角 的 外 利平 分 线 平行 于 底 边 ， 


A A 
Á | 
B5 c 


【第 1 题 ) (第 2 题 ) 


3. 如 图 ， 在 等 盯 三 角形 48C 中 ， 项 角 4 是 36*，CD 平 分 <BC4， 求 证 ABCD 也 
是 等 腰 三 角形 . 
4. 如 图 ， 人 入 4BC 是 等 边 三 角形 ， 且 4D~BE- CF, RE ADEF AMAA XE, 


A 
A 
p 
E 
8 c ^ E M 


(第 3 题 ) 《第 4 题 ) 
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5. 如 图 ， 测 得 二 BA4C -= 60"，4CLBC，4C=3.8 米 ， 求 池塘 的 长 4 
6. 如 图 ， 权 测 树 高 48B， 可 先 在 地 而 线 一 点 C， 使 人 4EC = 15"， 再 在 BC 方向 上 选 一 
RF, 使 二 4DC = 200 .车 量 出 FG 的 长 和 EG 的 高 分 别 为 16 米 和 1,35 米 ， 求 树 高 


《第 5 题 ) Gro) 
7. 直 角 三 钊 形 48BC 的 三 条 边 分 曾 记 为 4，5，c， 根 据 色 股 定理 ， 求 出 未 知 边 并 填 入 
EW: 


naaal [i| s | e [os 
Ei P E PEE B d TEE |a 
EN mogqsis| [7| | 


9, ARLAABCA ELAR S TRY. AC 00^, ZB--as*, AC= 5 厘米 , RBC, AB, 
9, 设 一 直角 三 角形 的 一 个 锐角 为 60”， 它 所 对 的 直 第 边 长 为 3 厘米 ， 求 其 余 两 边 之 


10. 已 知 阔 个 直 第 形 的 斜 边 和 一 直角 边 分 别 对 应 相等 ， 坛 证 这 两 个 直角 三 角形 全 等 
11.。 某 视 械 零 任 尺寸 如 图 所 示 ， 其 两 孔 中 心 距 离 为 134 毫米 ， 水 平 距 高 为 17 毫米 ， 东 
WILE ERBER, 

12 EBANA RERU 10 OK. RAAR PER 


2 € 


(EM) 《第 12 题 ) 


13. 求 边 长 为 5 的 等 边 三 角形 的 高 和 面积 。 
14. 镑 工 在 馈 如 器 所 示 的 箱 克 侧面 的 礼 时 ， 工 作 台 和 主轴 箱 移动 的 距离 BD，EC 及 
AE，ED 各 是 多 少 ? 
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《第 14 题 ) 


15.85] ABCD 为 一 平行 四 边 形 《参看 图 6 一 47) ， 即 4BADC，4DHABC， 它 的 两 条 
对 角 线 4C 和 BD 相 交 于 ON, Ri: 40= OC, DO-OB, 

16. 在 一 个 四 边 形 中 ， 已 知 两 组 对 边 分 别 相 等 ， 求 证 : 这 个 四 边 形 是 平行 四 边 形 .。 

17. 在 一 个 四 边 形 中 ， 已 知 -一 组 对 边 平行 并且 相等 。 求 证 ， 这 个 四 边 形 是 平行 四 
33e. 


第 五 节 相似 三 角形 

在 日 常生 活 和 生产 实践 中 ,我们 经 常 遇 到 形状 相同 ,大 小 不 同 的 图形 ,例如 ,原来 的 照 
片 和 放火 后 的 照片 ， 比例 不 同 的 两 张 中 国 地 图 ; 用 不 同比 例 绘制 的 同一 个 烟 肉 风 岂 的 视 
图 (图 6 一 49) 纤 . 现 察 这 些 图 形 ,可 以 知道 ， 在 每 
组 图 形 中 ， 其 中 一 个 图 形 可 由 另 一 图 形 按 比例 放 大 2 
(或 缩小 ) 而 得 到 .我 们 把 这 样 一 些 形状 档 同 、 大 = 
尘 丰 加 的 图 形 电 做 相似 形 . 

相似 形 的 种 类 很 多 ,本 节 主 要 介绍 相似 三 角形 ， 
下 面 ， 先 介绍 成 比例 的 线段 的 知识 .。 


一 、 成 比例 的 线段 
在 图 6 一 49 中 ， 所 注 的 “ 1 :10* 和 1 120”, 是 WA 1:10 
指 图 纸 上 线 段 的 长 度 与 实物 .上 对 应 线段 的 长 度 之 Pi 6 —49 


E. RAHREIARMBUE PUER ERRARE IE. 
现在 我 们 考察 图 6 —49AABCIAUAA'B'C, 经 过 测量 得 4B = 16 毫 米 ，BC -30 € 
Jo AU 8 毫米 ，B'C'= 15 毫米 ， 干 是 线 稀 -18 与 线 自 4'B8' 之 比 
AB:AB' ~ 16:8= I= 2, 
级 发 BC 与 线段 BC 之 比 
BC:B'C'-30:15- 80. 2 
15 
比较 以 上 的 两 个 式 子 ,就 会 发 现 ， 线 段 4B 与 线段 4B' 之 比 等 于 线段 BC 与 线段 B'C' 之 
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比 ， 即 
AB; AB! -BC ; B'C!, 
清 足 这 个 关系 式 的 四 条 线段 叫做 成 比例 的 线段 。 
上 面 的 关系 式 叫 做 比例 式 ， 简 称 比 俩 .比例 式 一 般 地 可 表示 为 
GD 


< 和 台 叫 做 比例 的 外 项 ，》 和“ 四 做 比例 前 内 项 .比例 式 也 可 以 写成 


BINA, XO 
ad= be, 
于 是 ， 我 们 得 到 比例 式 的 基本 性 质 : 
性 质 比例 式 的 两 内 项 之 积 等 于 两 外 项 之 积 ， 
根据 这 个 性 质 ， 我 们 知道 : 在 比例 式 中 已 知 任意 三 项 ， 就 可 以 求 出 另外 一 项 ， 
MI 设 2 :3=x:18， 求 未 知 数 Y。 
解 : 由 比例 式 的 基本 性 质 ， 得 
3X— 36. 
这 大 一 个 一 元 一 次 方程 ， 显 然 
X-12. 
912 在 比例 及 是 1:35000000 的 他 图 上 ， 量 得 北京 到 井冈 山 的 上 距离 是 4.2 厘 米 , 求 北 
永 到 井冈 山 的 实际 距离 . 
B: 设 北京 到 并 网 山 的 实际 距离 是 * ， 依 题 意 
1:35000000 一 4.22Yy 
X-4,2x 35000000 


-= 147000000( TE 3E) . 
E) x--1470 (A8). 
答 : RAA RNR RE EE 1aTo A P. 
二 、 相 似 三 角形 的 判定 


形状 相同 的 图 形 之 间 具 有 哪些 内 在 联系 呢 ? 为 了 弄 清 这 个 问题 ， 我 们 把 图 6—4 
的 两 个 三 角形 抽出 求 作 比较 ,不 难看 出 ， 这 两 个 三 角形 人 4BC 和 信和 4B'C' 有 以 下 联系 : 
Q) ZA- LA', ZB- LB', ZC- Cr 
(2) AB- 24! Bt, BC- 3B'C ,. AC 2A!C!, 


即 AB | BC AC 
ZET ECC AT 


RREH XEXUBIUSWP TRE, DORIURAETÁMABMOTRONARS, RAEN 
威 比例 的 两 个 三 角形 ,这 里 ， 我 们 把 彼此 相等 的 角 叫 敌对 应 角 ， 对 应 角 折 对 的 边 叫做 对 
一 般 地 ， 和 如 果 两 个 三 角形 的 对 应 角 都 相等 ， 对 应 边 都 成 比例 ， 那 未 这 两 个 三 角形 叫 
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E 


相似 用 记号 “c ?表示 ， 读 作 * 相 似 于 ? .如 在 图 6 一 50 中 ，AABC 与 AA'B'C' 相似 ， 
就 记 作 Ad4BCeAd4BC 

相似 三 角形 对 应 边 的 比 叫做 相似 比 ,很 明显 , 当 两 个 相似 三 角形 的 相似 比 等 于 ELS 
这 两 个 三 角形 就 是 全 等 三 角形 ， 可 见 a 
全 等 三 角形 不 过 是 相似 三 角形 的 -~ 种 P! 


特殊 情况 。 
在 绘图 、 测 量 和 计算 等 工作 中 ， 2 
经 常 要 用 到 相似 三角 形 的 性 质 ， 风 此 % c 


必须 掌 据 判定 两 个 三 角形 相似 的 方 
法 ， 判 定 两 个 三 角形 相似 和 判定 两 个 
三 角形 全 等 相仿 ， 并 不 一 定 要 知道 所 有 的 对 应 角 都 和 等， 对 应 边 都 成 比例 ， 具 要 知道 某 
些 边 、 角 的 对 应 关系 就 够 了 . 

判定 定理 1 如果 一 个 天 角形 的 两 个 角 和 另 一 个 三 角形 的 两 个 角 对 应 相等， 那 来 这 
两 个 三 角形 相似 

证 明 从 略 ， 

根据 判定 定理 1， 在 AdBC 和 Ad4BC 中 (图 6 一 50) ， 如 果 

一 4= LA', LB -LB', 


Ke 一 50 


30k. RE 
AABCOAA'B'C'. 
由 判定 定理 ! ， 可 得 到 一 个 很 有 用 的 推论 ; 
Wi YOYcAES ODD AGUPOLAGRACUR. MENEMENE NE 
相似 ， A 
已 知 : TEAABCIPDEJBC (图 6 一 51) 。 
求证 : AADE wm AABC. 


E. ST (公共 角 ) 
又 《两 直线 平行 ， 2 E 
mima) a c 


AADEGAABC, (判定 定理 1 ) 

除 判 定 定 更 1 外 ， 我 们 还 有 两 个 判定 定理 

HERD 怒 时 一 个 三 角形 的 两 条 边 和 另 一 个 三 角形 的 两 条 边 对 应 成 比例 ， 东 有 
夹 角 相等 ， 那 来， 这 两 个 三 角形 相似 

判定 定理 3 ”加 时 一 个 三 角形 的 三 条 边 和 男 一 个 三 角形 的 二 条 这 对 应 成 比例 , 那 末 ， 
RETIREAML 

判定 定理 2 和 判定 定理 3 的 证 明 从 略 。 

在 上 述 三 个 判定 定理 中 ， 以 判定 定理 1 及 其 推论 用 得 最 多 ， 因 而 也 最 重要 。 

AI 证 明 两 粗 似 三 角形 对 应 角 的 平分 线 之 比 等 于 对 应 边 之 比 。 

BA AABCOAAB'C, AD'EAZBAC, A"D'SE44,zB'A'C! (图 6 一 52) 。 


Hs 一 51 
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AD | AB 


RE Fp IB 4 4 
证 明 : c AABCO AAMBC', (已 
p 个、 
e ZBAC-IOHBUC, (a ? 5 E g L v 
似 三 角形 对 应 角 相 等 ) "e 


BAD» BAD, (AD 
C, AD F 4p z B'A'C') 
(相似 二 角形 对 应 角 相等 
AABDOAABD', (判定 定理 1) 
n DA, MHARE) 

MEZA RENUENS ADEM ER He. AE RE TR 
LEMERRE: REL fM pre Pelo M, 

B2 TAMER RURURA LH EAS (653) . ERLIDIIUCA Rc 


LO -了 人 3. RRCD- 20 毫米 ， 求 内 孔 直径 。 
解 : 在 交错 形成 的 ACOD 和 A B04 中 ， 


"COD - 人 ROA,( 对 项 角 相等 } 


. C0. DO 
xov $6. 09. (ug) 


ACODeABOA, (判定 定理 3 》 


CD. CO 5 jM — AIL 
CB -BO CQ “相似 二 角形 对 应 边 咸 比例 ) 


得 AB- $CD- 20-16 (ŒX). 


E: 工件 内 孔 直径 为 16 著 米 ， 
通过 这 个 侈 子 ， 我 们 可 以 看 且 ， 应 用 相似 三 角形 解决 实际 河 题 的 思路 是 : 先 椒 气 已 
知 条 件 ， 利 用 相似 三 角形 判定 定理 ， 证 明 两 三 角形 相似 ， 再 根据 需要 .利用 相似 二 角形 
对 应 线段 成 比例 的 性 质 ， 列 出 计算 式 子 ， 算 出 所 需 结 果 。 
Bii 用 腕 测 法 测量 水 塔 的 高 4B (图 6 一 A 
54): 拿 一 恨 直 尺 ， 把 手臂 水 平 伸 直 ， 使 直 尺 和 
水 载 平行 ， 这 时 用 一 只 眼睛 看 到 直 尺 上 -- 眉 CD 
恰好 遗 住 水 塔 ， 已 知 CD AREALER 
到 水 上 塔 的 距离 OE 为 84 米 ， 臂 长 OF 的 为 60 厘 米 
求 水 塔 的 高 4 疡 ， 
解 : vo ABICD, 
AOAPSSNOCD, GRE dE 
的 推论 ) 


y s —s3 


OE | AB 


了 = ，《 相 似 三 角形 对 应 高 之 比 等 于 对 应 边 之 比 》 


即 .34 AB 
0.6 o. 
PE AB Qídren 236,8 OK) . 


管 : 水 塔 的 高 AB 约 为 16,8 米 ， 

例 4 pAg (Boss) 大 端 外 径 还 52.83 
毫米 ， 节 锥 半径 是 35,35 毫米 ， 齿 宽 是 1 毫米 ， 求 小 
MMED. ` 

解 : 00 A'B'{AB, 

AOA B! coAOB, 


QA 4B 
OA ABO OG) sss 
X o 0o ACENG, 
AOACeSAOA! C’, 
QA OC 
QA ^ oct (2) 
4 oc AB 
80.08 OCr^ Ae 
而 OC! 0C- CC" 


-35.35—11-24,35 (SER) ， 
35.35 . 82,83 
24.35 b" ] 
p- 24.85» 52,88. 


5 -35 zx% 
35.35 35.59 (毫米 ) 。 


答 : 伞 齿 轮 的 小 端 外 径 是 35.59 毫 米 。 


习 题 
1. 求 下 列 比 例 式 中 的 末 知 数 % 
1 oo Th 
(1) 36114-8175 GO i-a. 
3.1.21. 、 a+b x 
G) ia a5 (人 
CE te g 
O -— — (6) 2 4777.4 


139 


2. 已 个 图 纸 上 注 明 比 例 是 1 : 2 ， 量 得 图 纸 上 一 线段 的 长 是 10 厘 米 ， 求 实物 上 对 应 
线段 的 尺寸 . 


3, 台 湾 是 我 国 神圣 不 可 侵犯 的 领土 ,我 们 一 定 要 解放 人 台湾 ! 在 比例 为 1:150000060 的 
REAL HO SHE NC UOS 1 厘米 ， 求 实际 宽度 。 


4. 根 据 记 录 ， 每 升 高 800 米 ， 温 度 下 降 5.2"C , 问 10000 米 高 空 上 比 地 面 温度 低 多少 
H. 


SH — BOREAS KORK XXsoBOR, MERE- ARA hi ELE. FE 
形 的 长 取 30 旦 米 ， 问 图 形 的 宽 应 为 多 少 厘米 ? 


6. 如 网 ， Ad4BCc ADBE， 其 中 一 4= 一 1， 指 出 它们 所 有 的 对 应 角 和 对 应 边 . 
了 .如 图 ，A4B0ADCO，0B 和 0C 是 对 应 边 ， 指 出 它们 所 有 的 对 应 角 和 对 应 边 ， 


八 ZA 


《第 6 题 ) (HTM) 


3.(1) 所 有 的 等 边 三 角形 都 相似 吗 ? 为 什么 ? 
(2) 所 有 的 等 腰 三 角形 都 相似 吗 ? 为 什么 ? 
(3) 所 有 的 等 采 直 角 三 角形 都 相似 吗 ? 为 什么 ? 
3. 已 知人 4BCoA4BC，4B3= 40 毫 米 ，BC = 50 毫 米 ，C4 :=-60 毫 米 ， 人 4 了 3'C' 中 
最 短 的 边 4B' -30 毫米 ， 求 其 余 两 边 之 长 。 
10. 如 图 ， 已 知 杠 杆 的 短 臂 是 0.75 米 ， 长 臂 是 3.75 米 , 当 短 臂 的 端点 下 降 0.5 米 时 ， 问 
FOR BD SEES DE? 


CHOE) 
1. EWRRAREAB, TETUR 7 82.5 米 高 的 标杆 4 ， 测 出 标杆 的 影 长 
BC 是 4 米 ， 同 时 测 出 烟 肉 的 影 长 瑟 C 是 56 米 ， 求 烟 钢 的 高 4B. 
12 .要 测量 河 宽 4B8《 如 图 ) , 从 B 点 沿 着 和 AB 垂直 的 方向 走 100 步 到 C 点 插 一 标杆 ， 


又 走 20 步 到 了 点 ， 转 一 直角 再 走 32 步 到 已 点 ， 这 时 王 、C、4 三 点 恰好 在 一 条 直线 上 ， 求 
河 宽 多 少 米 ? 【每 步 按 0.75 米 计算 .) 
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《第 11 题 》 (第 12 题 ) 


13. 某 船厂 轮船 下 水 时 的 渭 道 如 图 所 示 ， 它 的 人 长 是 150 米 ， 高 是 7 米 ， 为 了 适应 生 
产 发 展 的 需要 ， 要 把 原来 滑 道 的 长 扩建 成 200 米 ， 求 扩建 后 的 高 度 。 

l4. RUBER AE HORT (WA), OEKE, OE pCD, EWF, OE LAB, 
目测 着 到 电线 杆 的 距离 OF —422E,. KOF- 60 厘米 ， 视 线 O4 与 90B 之 间 的 尺 长 CD= 12 
厘米 ， 求 电线 杆 的 高 4B. 


CELA) (第 14 题 ) 
15, 一 使 货轮 节 锥 半径 是 108,18 毫 米 ， 齿 宽 是 18 毫 米 ， 大 端 齿 高 是 6.75 毫米 ， 求 小 
[11279 


16. 一 圆 台 的 鞋底 直径 为 1380 毫 米 ， 下 底 直 径 为 3800 毫米 ， 斜 高 为 200 毫 米 ， 求 侧面 展 
开 后 ， 大 小 圆 弧 的 半径 丸和 r. 


Gio) (第 16 题 ) 


t41 


复 习 5 


1, 如 图 ， 已 知 4B= 4C，-<1= 一 2， 求 证 : 4DB ~ 人 4DC.， 
2.hf8. C9- <2. AE-CE, xu: AB=CD, 
2. 如 图 ， GABP | AD. CELAD, BF-CE, AB«CD, xit; AE- DF, 


A c 
c - 
Das 
E 
N 
SS K 2M, A 8 


CR ig) 《第 2 题 ) CE 23 


Es 


4. 证 明 角 的 平分 线 上 任意 一 点 到 角 的 两 边 的 距离 相等 . 

汪 .证 阴线 段 的 垂直 平分 线 上 任意 一 点 到 线段 两 端的 距离 相等 . 

6. 等 腊 直 角 三 角形 一 络 是 200 毫 米 ， 求 斜 边 的 长 。 

7. 如 图 ， 已 知 圆锥 形 工 件 的 小 藉 直径 4D - 12 训 米 ， 大 头 直径 BC -28 Ek. RDE 
= 96 毫 洲 ， 求 它 的 身边 :4B 的 长 。 

8. 如 图 ， 让 点 测 烟 入， 得 ABC - 60^; 在 DD 点 测 得 二 4DC=30°, Bt dg BD -10 
X. 求 烟 恩 高 4C。 


《第 7 题 ) 


3. 如 图 ， 在 A4BC 中 ,已 知 到 0 007?，BCABC， 求 证 : 


BC BC AC AC, BC BC 
AB AB! — ABO AB? ACC AC 


10, 如 图 ， CABIA B, 
(D 车 80:0B' -= 1:2, AB- 5x. AB-1 
(2) B0- 2 厘米，B BP.-5,5 厘 米 ，:4B- 4 RÆ., RAB =? 


记 . 木 屋 架 的 结构 如 图 所 去 、 中 浊 等 距离 地 设置 五 根 直 腹 杆 ， 已 知 术 屡 架 跨度 是 12 
米 ， 高 度 是 3 米 ， 求 其 他 四 根 直 腹 盾 的 长 度 ， 
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12. 在 直角 三 角形 4BC 中 ，<C =90"，CDL4B， 求 证 : 
(1) AC! — AB. AD; 
(2) BC: .- AB. DB; 
(3) AC? BC? = AB? , 


Cy GEA) 


c 
ex 
A a s 
Ciim) GE LZ ) 
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第 七 章 园 
第 -车 qm BS PEOR 


—. E5—5R& 
RCM LIS — RU REGE. [BIDS BLERERI ALBI RUIT RR S TE 
长 .定点 叫做 圆心 ， 常 用 0 点 表示 . Boe (60/8 80 Bio fe" OO", 连接 圆心 和 贺 上 任何- -点 
的 线 和 叫做 半径 ， 常 用 忆 或 > 表示 [图 1— 1022. 

由 加 的 特点 知道 ， 确 定 了 圆心 的 位 置 和 半径 的 长 短 ， 贺 的 位 置 和 大 小 也 就 完全 确定 


了 


两 个 半径 相等 的 贺 ， 只 婆 把 圆心 重 合 在 一 起 ， 这 两 个 贺 就 完全 重合 ， 所 以 半 答 相等 
的 圆 叫做 等 加 

连接 圆 上 任意 两 点 的 线段 叫做 避 ， 经 过 圆心 的 弦 叫 做 直径 . 如 图 7 一 1(2) 中 天 了 是 
Zo ABRAR. ARED, IRIRT. 显然， 直径 等 于 半径 的 两 倍 。 

圆 的 直径 把 圆 分 成 相等 的 两 部 分 ， 每 一 部 分 叫做 半圆， 
_、 贺 上 任意 两 点 间 的 部 分 叫做 贺 绒 、 简 称 强 , 图 7 一 102) 中 以 E、 研 为 端点 的 狐 记 作 
SEF”, W EFI” RAAME ATER E. 

AARE EAMRSMP, SENSN, EMNER, 

顶 虑 在 圆心 的 角 明 做 图 必 角 ， 如 图 7 一 上 (3) 中 的 一 408. 硕 点 在 圆周 上 ， 两 边 与 加 
周 相交 的 角 叫 做 图 周 角 ， 如 图 7 一 153) 中 的 -一己 CF 


(D Q0) (3) 
图 7 一 1 

所 图 ?2 一 2 中 可以 看 出 ， 如 果 过 :408 一 EOF， 就 有 A 和 04BAOEF， 从 而 ak an 
-GREP, Rok. WÜURSERABOGKEP. GODERRSCAOB CLEOF. 这 样 ， 我 们 得 到 下 面 的 
结论 : 

在 周 图 或 等 加 中 ， 等 圆心 角 对 等 纺 (REM); 有 反之 也 成 立 . 

A 一 圆 形 工件 有 5 个 孔 ， 沿 圆周 均匀 分 布 ， 试 计算 相 邻 两 孔 的 中 心 与 圆心 连 线 之 
问 的 夹 角 o 是 多 少 度 〈 图 ?一 3) . 

R: 炎 角 上 是 圆心 角 , 因 为 等 式 对 等 圆心 第 ， 所 以 这 5 个 圆心 角 相等 , 故 有 


50=360°, 
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在 生产 实践 中 ， 常 常 村 求 把 圆周 分 成 若干 等 分 ， 等 分 图 周 的 方法 一 般 有 两 种 ; 

OO 等 分 圆心 第 法 : 先 算出 每 等 分 的 贺 颖 所 对 的 凋 心 角 的 度数 《如 上 便 ) ， 再 用 量 
角 器 以 圆心 为 端点 逐次 画 出 各 等 分 射线 ， 这 些 射线 和 国 周 的 交点 便 把 圆周 等 分 成 车 于 
分 。 


久 工 师傅 用 分 度 头 等 分 回 周 ， 就 是 根据 这 个 道理 ， 
(2) 等 弦 法 : 先 算出 每 等 分 的 圆 弓 所 对 的 弦 长 《其 方法 将 在 下 章 介绍 ) ， 再 使 圆规 
‘或 两 脚 规 ) 两 脚尖 间 的 距离 等 于 弦 长 ， 并 用 它 在 图 周 上 逐次 画 出 各 分 点 ， 这 些 分 点 就 
把 圆周 分 成 若干 等 分 ， 
LI. Bü 
我 们 知道 ， 当 图 心 的 位 置 和 半径 的 长 短 确 定之 后 ， 男 也 就 确定 了 .但 是 怎样 确定 一 
个 图 的 圆心 位 置 和 半径 的 长 短 呢 ? 这 是 生产 中 常常 需要 解决 的 问题 .比如 有 一 个 残缺 不 
全 的 皮带 轮 ， 如 何 求 出 它 的 半径 ， 以 便 重 新 配制 一 个 呢 ? X38. TE—^A BUE (ECL AE 
3) 工 性 上 ， 如 何 定 出 锅 心 的 位 置 ， 以 便 划 线 呢 7 为 了 解决 这 些 问 题 ， 我 们 有 必要 对 加 
的 性 质 作 进一步 的 研究 ,为 此 ， 先 介绍 弦 的 性 质 。 
EB XERnYoDG WA. 
uA ABRCORS— RK. 
求证 : 圆心 0 在 4B 的 垂直 平分 线 上 . 
EA: 过 回 心 0 作 EF.LAB， 交 AB 与 C 成 (图 7 一 4) > XEHOOA, OB, 
* Ot-08B, 
“ 和 045 是 等 朋 三 角形 . 
于 是 0C 是 等 钵 三 角形 巾 边 4B 上 的 高 . 


因为 等 民 三 角形 底 边 上 的 高 就 是 底 边 上 的 中 线 。 
AC-CB, 
BIAEPRABWERIDTAA, QHDORADEGERDEAEL. NA 
例 1 CAMERARIA PEHCIRINGE BS BUD (SARE F 
圆 法 )， 其 方法 为 : mra 


(1) EMA CER RA, B, C, 
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(2) 连结 48 和 BC， 并 作 它 们 的 垂直 平分 线 EF、GH， 

(3) EF 和 fF 遇 的 交 虚 0 就 是 所 求 的 圆心 (图 7 一 5) . 
由 这 个 例题 ， 可 以 得 到 下 述 的 结论 ; 

ERTERLNALEITAS HHELAB. 

我 们 还 可 以 证 明 : 这 种 贺 只 有 一 个 . 

A2 测 得 残缺 鲜花 的 弦 4B 长 为 ?20 毫米 ， 矢 高 CD 为 46.2 毫 米 ， 求 圆 轮 的 直 答 
(7—6). 


" Ne 


图 7 一 5 图 7 一 6 


解 : 矢 高 CD 是 指 弦 4B 的 蛋 直 平分 线 介 于 弦 与 对 就 癌 的 线 眉 长 ， 所 以 它 记 在 的 直 
线 必 经 过 加 心 0， 
BARRAR iM AIDON, 


Lag d 
AD- gir 2 X320 160, 


OD=0C -DC = R— 40,2, 
Fh. (R -46,2) +1904, CHO) 
ap R? = R? —92,4R--2131.44- 25600, 
R=:300, 
Duk. BUCH XC ES e ooo ok, 
ERNATEN SHENAE MAKER. 
xS NUSRIEPCHENINNORE E. 
已 知 : ZACBECOWMA S. ADIVESISUL «A08 RAD LWA D A UA 
7-7). 
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Xo ACB- i AB, 


REAMER A CAS Lo f T RH OG RS REA FREU: 

O) BlodrACBIS— RAEO 2 — 7 (105; 

(3) 圆心 在 过 4C8B 内 [图 7 一 ?C2)33 

G) 圆心 在 4CB 外 [图 7 一 7(3)7， 
这 里 仅 就 第 二 种 情况 对 定理 进行 证 明 ， 全 于 其 它 两 种 情况 证 定理 的 证 明 ， 留 给 学 员 自己 
SOR. 


证 明 : CRET—1:(2)3. 
FERED, 


CEU RUEGHENL) 
CEASAR YER) 


MEE <6- 2.23. 
se Z5 L6 = 2 (L1! 3), 
Bn LANB. 2 zACB, 


2 “AOB, 


LACR 
由 上 述 定理 很 容易 排出 下 面 的 两 个 推论 : 
推论 1 MMP, AM (RE) 所 对 的 网 周 角 相等 。 


[ES 图 ?一 9 


如 在 图 7 一 9 中 ， 普 AB 为 CO MAR WRLC oC. ucCu-993: RI. OH 
<C, =90°, WMABDECOWH. 

BIS 不 工 师傅 经 常用 角 尺 找 圆 形 工件 的 圆心 《和 直径 相交 法 》, 其 方法 见 图 ? 一 10: 

(1) 将 角 尺 的 顶点 紧 蒜 圆 形 工 件 的 边缘 ， 得 到 角 尺 前 两 条 直角 边 与 工件 边缘 的 两 个 
AB; 

(23) 连结 4P, 它 必 是 圆 的 一 条 直径 【推论 2 ) 5 

(3) 用 相同 的 方法 ， 可 得 圆 的 另 -条 直径 CD; 
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(4) 4 和 CD 的 交点 0 就 是 工件 的 圆心 。 


图 7 一 10 图 7 一 11 


例 4 五角 星 的 五 个 点 都 在 则 一个 国 上 《图 7--11)， 并 且 
AB-BC-CD-DE-EA, 
求 五 角 星 的 每 个 角 的 度数 。 
解 : 五 角 昆 的 无 个 顶点 把 回 周 分 成 五 等 分 ， 根 据 等 弧 所 对 的 图 心 角 相 等 和 图 于 角 的 
性 质 知道 五角 星 的 五 个 顶 角 都 相等 ， 现 在 只 计算 人 4， 


ZLCOD - Ae. =72°, 


ZA- 4LCOD=36°, 


3 5H 


1 ,若干 个 阁 孔 均匀 地 分 布 在 圆周 上 ， 试 计算 相 邻 两 孔 中 心 之 间 的 圆 弧 所 对 的 圆心 角 
是 多 少 度 . 设 孔 的 数目 分别 为 : (1) 6 个 ; (2) 8 个 ; (3) 187p. 

2. 如 图 ， 在 一 加 形 材料 上 ， 土 下 铣 去 同样 大 小 的 号 形 ， 成 一 扁平 形 零 件 ， 求 弦 US 
的 长 . 

3. 直 径 四 为 多 少 毫米 的 贺 形 材料 ， 方 能 加 上 成 边 长 为 20 毫 米 的 正方 形 小 件 《〈 刀 


图 ) . 
i 
i 
AST L^ 


(第 2 题 ) 
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4, 球 头 手柄 的 尺寸 如 图 所 示 ， 求 球 头 的 长 度 h4=? 
5. 计 算 下 列 各 题 CR 表示 半径 ，8 # 
示弱 长 ， 表示 圆心 到 弦 的 距离 ) . 
0) GA; R-l0BOKR. b = 6 FE 
X. Ra; 
(2) 已 知 a- 8H. b ~ 4 
X RR 【精确 到 0， 1E) ; 
(3) 已 知 : 4 =24 Ẹ K, R= 24 3E 
米 ， 求 (精确 到 0.1 毫米 )。 《第 4 题 ) 
6. 如 图 ， 轴 的 直径 是 20 毫 米 ， 球 头 半径 为 18 毫 米 ， 求 球 头 部 分 的 高 度 h (精确 到 
0.01 毫 米 ) . 
7, 如 图 ， 在 COO 内 喜 48 的 长 等 于 半径 长 ， 求 弦 48B 所 对 的 圆心 角 和 图 周 角 的 度 
数 ， 


(ETE) 


8, 已 知 四 边 形 4BCD 的 四 个 顶点 在 癌 一 国 周 上 《这 样 的 四 边 形 叫做 男 的 内 搂 四 边 
X) ， 求 证 这 个 四 边 形 两 组 对 角 之 和 都 是 180"〔 疯 图 ) 。 

9 . 浇 链 贺 轴 的 模 于 由 两 个 半圆 形 的 槽 合成。 工人 师傅 用 角 尺 检验 半圆 形 的 模子 : 把 
角 尺 的 两 边 靠 在 模子 的 边缘 上 ， 来 同 滑动 ， 观 察 角 尺 的 顶 虚 是 否 刁 贺 弧 接 触 。 试 说 明 图 
中 三 个 模子 哪 一 个 是 半圆 形 ， 为 什么 ? 


RR 


(第 9 题 ) 
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god omo € 
十 主席 教导 我 们 :“ 每 一 事物 的 运动 都 和 它 的 周转 其 他 事物 互相 联系 着 和 互相 彩 响 
着。” 在 这 一 节 中 ， 我 们 研究 圆 和 直线 之 问 、 下 和 国之 间 的 相互 位 置 关系 ,着 四 研究 要 训 


的 问题. ~ 
—. EKsmmmy 


ERI ET. EGIRUNTEAR DRE HAAMER T 
外 乎 下 列 三 种 情况 《图 ?一 12); 


O) 图 和 直线 不 相交 as 
(2) ARARA Pi Are i K c A COR ORR 
(3) BUREAU — pde i. XH PA R DI wr an 


RAAD AME. EIA EUI, #7 
ERO BC ACAELUTIU M GL ZEZE RIA P E PEU AUR B, AN, KE dde S RAADS 
Rlifebs- e RGBREEDÉTAT SANER RUE REITA AMAM. 
下 面 我 们 介绍 切线 的 注 质 和 切线 的 判定 
BHRUCOMI WSHA (dri). 
各 ， 在 贺 心 与 ! 上 各 点 的 连 线 中 ， 以 04 为 最 短 .所 以 ， 
G3 季 直子 1. 这样。 我 们 便 得 到 急 
定理 ” 园 的 切线 禾 喜 于 过 切 


TOA (网 了 一 13) ， 那 求 ，! ERR 
到 0 点 的 距离 0B OC OD.» 都 必 大 于 O-t， 因而 B,C、 
刀 …… 各 点 都 在 圆 外 ， 也 就 是 直线 与 加 只 有 一 个 公 图 ? 一 13 
共 点 ， 擅 以 直线 与 加 各 切 这样， 我 们 得 到 兰 定 加 的 切线 的 法 凤 。 

判定 定理 ”经 过 灶 径 处 庙 ， 并 系 走 于 半径 的 直线 是 加 的 切线 ， 

声 线 的 判定 定理 给 我 们 指出 了 怎 APTE BUB ULIS Jr s, 

例 1 NXOOtLwW-AP. fESOBMVUE(OST—). 

作法 ; (0) 连结 OP; 

(2) 过 P 作 条 直 于 半 答 OP 的 直线 !，? 就 是 所 求 的 切线 . 

例 2 ECO- P, CORIR EN 

(图 ?一 15) . 


2 E! a c 
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作法 ; (1) 连结 OP; 
(2) 以 OP 的 中 点 为 圈 心 ，0 了 为 直径 作 贺 ， 交 全 0 于 44、B 两 点 ; 
(3) 连结 P4,PB,P4、PB 就 是 所 求 的 亡 线 . 
EA: 连结 24、P0O， 
ZOAP - ZOBP -90*?, (CELESBUSERS URL frt Je En ) 
PALOA,PB A OB, 
PA, PERQORTR, MRKA EEA) 
BRAAMT MAE A-AA EARMARK 
ERIR. 
A3 试 证 从 圆 外 一 点 所 作 的 贺 的 两 条 切线 的 长 相等 。 
EA: 如 图 7 —:5. PARIR PA.PEROOOBM WA. AQUA. OPEP 
与 圆心 0 的 连 线 ， 
RE: PA=PB. 
证 明 ; E04, OB, 
zPA0- 一 PRO -= 90e，【〔 切 线 的 性 质 ) 


X v OA-OB, 
PA. VOP TOF 
= VOP ZDB 
- PB, CE E SH) 
从 上 面 这 个 例题 还 可 证 明 一 4P0 - BPO, WAP AME GOR EREA P BE 


作 两 切线 的 夹 角 ， 
反之 ， 从 图 外 一 点 所 作 圆 的 两 条 切线 ， 其 夹 角 的 平分 线 必 经 过 圆心 。 
工厂 里 肛 以 拒 圆 心 的 一 种 并 其 叶 向 “中 心 规 ”( 图 7 一 16) ， 就 是 根据 上 面 的 结论 制 

造 的 .中 心 规 上 锅 尺 的 一 边 4P 是 丙午 所 夹 角 的 下 

分 线 . 工 人 师 笨 常用 中 心 规 来 找 男 心 工件 的 圆心 ， 

其 方法 是 把 中 心 规 两 脚 卡 紧 贺 形 工作 ， 然 后 沿 尺 

边 AB 在 工件 上 上面 出 一 条 直线 ， 再 把 工件 转动 一 

下 ， 又 是 出 舅 一 条 直线 ， 这 两 条 直线 的 交点 就 足 

心 


二 、 两 贺 的 公 切 线 
在 生产 和 日 常生 活 中 ， 还 丝 常 遇 到 一 条 直线 
各 商 个 园 相 切 的 情况 ,例如 自行 车 的 链条 和 和 轮 图 7 一 16 
E TARD; 皮带 轮 区 传动 带 和 主动 轮 、 从 动 轮 相 切 . 

一 条 直线 和 两 个 图 都 相 切 ， 那 么 ， 这 条 喜 线 就 划 做 两 图 的 公 切 线 , 如 果 两 国 在 公 切 
线 的 同 旁 ， 这 条 公 切 线 就 叫做 外 公 切 线 (图 7 一 17) ; 如 果 两 贺 在 公 团 线 的 两 劳 ， 这 条 
公 切 线 叫 做 内 公 切线 (图 7 一 18) . 公 切 线 上 两 个 切 点 闻 的 距离 间 伍 公 切 线 的 长 、 
例 证明 两 个 圆 的 商 条 外 公 切 线 的 长 相等 . 
BA: 图 7 一 17 中 4B、CD 是 CO, 和 以 Os 的 外 公 切 线 的 长 
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网 ?一 17 图 7 一 18 
求证 : AB-CD, 
证 明 : 设 两 条 外 公司 线 相交 于 己 点 ， 则 有 
PA= PC, PB- PD, 
PA- PB- PC- PD, 
Br AB- CD, 
WERL E RU AR PI URL UAE. HR H OE. 
z. miU) 
如 果 在 同一 平面 内 的 两 个 圆 只 有 一 个 公共 点 ， 我 们 就 说 这 两 图 相 切 ， 两 圆 的 公共 点 
就 叫做 若 点 、 
两 贺 想 切 共有 两 种 情况 : 一 个 加 在 另 一 个 圆 的 处 面 ， 叫 做 两 图 外 切 〈 图 了 --19) 5 
一 个 图 在 男 ~- 个 圆 的 里 而 ， 叫 做 两 圆 内 切 ( 终 7 一 20) , 


网 7 一 19 图 7 一 20 


两 图 相 切 的 情况 也 是 常见 的 .例如 ， 尚 轮 传动 机 构 上 胃 两 个 灿 轮 ， 它 们 的 节 圆 外 切 
或 内 切 ; 滚珠 轴承 的 滚珠 和 轴承 套 之 间 也 是 外 切 或 内 切 ， 
从 图 7 一 19 和 图 ?一 20 中 不 难看 出 : 
定理 ”两 赔 相 切 ， 切 点 必 在 连结 两 圆 圆心 的 直线 上 ， 而 
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B UÉENSIHHREIE. 
p BOR BOLA SUIS UA E dao 在 它 
里 面 装 四 根 大 小 一 样 的 圆柱 形 火 药 柱 〈 图 ? 一 21) ， 求 火药 
柱 的 最 大 直 色 是 多 少 、 

解 : 设 火药 桂 的 最 大 半径 为 及 ，O、0:、6:、04 分 别 


了 52 


为 四 根 火 药 柱 的 圆心 。 连 结 0.0。、0s0;、0,0;， 则 因 人 010.0s 是 直角 三 角形 ， 故 有 
0,05 4 0,0 - 0,02, 
考虑 到 0i0。- 020。=- 2 R, 0,0,-120— 2 R, EA 
(2Ry «(2 Ry-(20- 2 Ry, 
Bn R?4120R— 3600— 0, 
解 之 得 —R-e0(-1c-v2), 
因为 及 不 能 取 负 信 ， 所 以 
R-60(V2-1)224,85 (XX) , 
[63 D- 2R=49,7 (REX) . 
答 : 火药 柱 的 最 大 直径 了 为 49.? 毫 米 ， 
习 题 
1. 如 图 ，4B 是 0 的 直径 ，-B=45° ，.4B AC, RE: 4C 是 C0 的 切线 ， 
2 ,如 图 ， 已 知人 0 的 直径 中 = 200 毫 米 ， 一 B4C ~60° ， 试 求 ; 
a) 4 与 圆心 0 的 距离 ; (2) 切线 4B 与 4C 的 长 . 
3.08, Bán: O0, 5 O0AMIF A B, EA FE BBC, EB, 3OOVTB,. 
试 证 : O,B. JOD. 


EN 
ÙN, 


(第 1 题 ) (第 2 题 ) GE ED 


4. 要 测量 一 个 大 型 圆柱 工件 的 直径 ， 工 人 师傅 拿 着 两 根 直 径 约 为 20 HOKIS 钢 柱 ， 
放 成 图 示 的 形状 ， 并 测 得 这 两 根 钢 柱 间 的 距离 为 164.22 厘 米 ， 试 求 出 大 型 圆柱 的 直径 . 

5. 电 小 内 大 的 深 圆 孔 零件 ， 用 卡 钳 不 能 测 得 圆 孔 直径 ， 但 可 用 钢珠 来 量 ， 其 尺 十 
如 图 所 示 (单位 是 毫米 ) ， 试 求 圆 孔 直径 . 

6. 如 图 ， 两 外 切 ， 它 们 的 圆心 距 分 别 是 3 厘米 、4 厘米 、5 厚 米 ， 求 这 一 个 
图 的 学 径 各 为 多 少 ? 
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BA WER JDECHUSUÉRUDDEA 


— Wm 

1. ERRE 

长 度 的 度量 可 以 采用 “公制 ”( 单 位 为 米 、 分 米 、 理 米 、 毫 米 等 }) ， 也 可 以 采用 “市 
制 ”【 单 位 为 尺 、 才 、 分 等 ) .和 长 度 的 度量 一 样 ， 角 的 火 小 也 可 以 用 不 同 的 “单位 制 ?来 
度 基 .除了 第 六 章 已 介绍 这 的 “和 角 放 制 "外 ， 还 经 常 采 用 另 -- 种 单位 制 一 “弧度 制 ” 米 度 


ETT PTS 
弧度 淹 就 是 用 “弧度 ? 作 单 位 米 庶 量 角 的 大小， 那 末 ， 什 2 
么 是 IEDR RIRE: MEE PEER MIURA LX 
交心 第 叫做 1 SUR M fe sicut Mm (7—2?) . a 


现在 我 们 来 介绍 关心 角 的 大 小 和 弧 攻 . 伴 你 之 问 的 关系 。 
dus. RÁAB-R, SA, con. SB LT 
AGER i AC e 2 Rp ntoce TE LEE La (i 图 7 一 2 


B). - 般 地 ， 对 于 任意 一 个 圆心 朋 一 -0 到， 我 们 有 : 


zi 


Bp Eb fa M In RER 
2.95 HE 5j JR HEU RE 
RTE, PEHR MWAK- 2 wRR， 所 以 一 个 局 角 的 强度 数 为 


图 7 一 23 


4 


但 是 一 周 角 =360”， 所 以 我 们 有 
2m (WEE) 一 360°， 
或 m (IBE) —1807. 
这 样 。 我 们 便 得 到 张 度 与 角度 的 换算 公式 ; 


1 Gg) =E. 57917145 | 


7- (GAR) = 0.01745 (E HE) | 
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应 用 这 两 个 公式 ， 就 可 以 把 一 钊 的 弧度 数 化 为 角度 数 ， 把 一 角 的 角度 数 化 为 弧 度数 。 
BE (1) so He RR IRE: 


(2) 将 5 《弧度 ) 换算 成 角度 数 。 
WO) vo gt- DS GEH, 


180 
36° -36x ——— — T 20,628 GGE) 
36x750 7 70.628 (3 . 
180? 
G) v a Gum 2399, 


。 
3 (弧度 ) - Sex BU oge, 


5 


下 表 列 出 了 常用 角 的 第 度数 和 弧度 数 的 换算 关系 ， 这 些 关 系 希望 学 员 们 能 够 熟 记 - 


50° | 99? 210? | 360? 


AEA | 0° | ao 45° | 180? 

一 
m Gg Si T|[ a 3a: aog 
$| 4 8j E 


Ld 长 
EEESIUCIPAEDHOE. SEPERIBLDH8 2^ BOX 


Bajo racc.  - POUR PERI 


f M 
H 
Bp a- h. ` 
这 个 式 子 也 可 以 写 
[pa R 
UU 75° 
"m JE - Boo fatr s iot ce 
如 果 圆 心 第 和 半径 书 经 知道 ， 就 可 根据 这 个 公式 算出 弧 长 来 ， 网 7 一 24 


例 1 CALM a 75” 半径 R=40 毫 米 ， 求 居心 第 
Brxtea de E CBE 一 24)- 
解 : 先 把 圆心 角 忆 的 第 度数 换算 成 弧度 数 ， 有 


5 
2=75° 75x —- = om(id 
a75 15x qn Dec (HE). 


TE ica. 吉本 x40=52.4 (毫米 )。 
答 : dE 297952 .4 毫米 . 
例 2 图 7 一 25 表 示 - - 节 排 气管 道 ， 斌 计算 管道 总 长 。 
解 : 尝 管 的 长 庭 -- 般 按 中心 线 长 度 计算 ， 图 中 点 划 线 表 
aso. 图 7 一 25 


100^-i00x T - $a GRE. 


JE em x90 30 7-187 (SOR) . 


40 管道 总 长 三 2 x 107151—291 (Æ). 
LII I DE 
=, BEER 
EPRARAEP: MRPERKHRS MAE (7—26), 
RNE AJUARAOAA? 弧度 的 扇形 . 因为 圆 的 面积 等 于 王 R RA 
ADAX 1 EHER 


4- TR -1Rs 

23 2 7 t 
MoA EMAER C 

lp Y 

A-2 Rt. d 
一 般 地 ， 图 心 角 为 & REN SUD EL 

4 R’, 

图 7 一 28 


By 


EDUSJEBUNEL SER, MARILE 


BUD 在 图 7 一 z6 中 ， 设 六 - S HOK ML Jaco, RAKED. 


解 : 7 a=80°= 80x — 


24 3 
TTET GU. 


AL aR? slx Hi vg'-cfm-ó9 (HEU. 


15: 扇形 面积 约 为 65.28 厘 米 * 

例 2 ”电灯 晶 的 底面 直径 是 20 晶 米 ， & 
斜 边 长 是 14 厘 米 ， 如 图 7 一 27 (1) ， 求 
DERNE OAW) MER PIRN 
WR) AEO e (IA By 2 IL 不 
i. 

解 : ”条 单 的 展开 图 为 一 山形 ， 其 半 (1) (2) 
f$R-MERIOBIZLEKlABOK. HR 长 了 = 图 7 一 27 
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TURENE K = T x 20 ~ 200 (ER), 
BEKER- SIR = x14x 202-440. (ER?) ; 
. i 20x 10 NM 
扁 形 的 圆心 角 % -p= --- (GNE) 二 257°。 
E: 扇形 的 面积 约 为 440 厘 米 ?， 遍 形 的 图 心 角 约 为 257? 。 


3 E: 
1.0) 在 同 加 或 等 圆 中 ， 两 个 融 心 角 的 弧度 数 相 同 ， 两 角 所 对 的 弧 长 是 否 相 等 
(2) 在 大 小 不 同 的 两 圆 中 ， 各 有 一 圆心 第 ， 设 它们 的 红 度 数 相同 ， 问 它们 所 对 
的 弧 长 是 否 相等 ? 
2 .把 下 列 各 角 的 度数 化 为 弧度 数 : 
75°, 120°, 150°, 210°, 240°, 300°, 22°30", 


8.48 F PUR fü B UER (oS ROG 


=, 3a, Ar, 3, 1.2, 0.314, 
i2 4 3 
4. 设 6、R、DD、1 分别 表示 圆心 角 、 半 径 、 直 径 、 贺 心 角 a 所 对 的 弧 长 ， 试 计算 
下 列 各 题 : 


O) 已 知 R=150 毫 米 ，9-- 40°, oR i; 

(2) BónD- 40D. c-210?, Kh 

G) gn -soXEK, R-iogok, x o 的 度数 ; 

(4) Bn 200. D— 1803&2K.. R a p edis 

G) 已 知 -is4 KR a =1,5 (SIUE) . RR, 
5. 锅 炉 中 有 一 段 进 水 弯 管 ， 尺 寸 如 图 所 示 《单位 是 毫米 ) ， 试 计算 管子 总 长 。 
565. 研 米 机 中 有 一 段 答 道 ， 只 十 如 图 所 示 〈 单 位 是 毫米 ) ， 试 计算 管道 的 总 长 。 


《第 5 是 ) (第 6 题 ) 
7. 为 了 避免 由 于 膨胀 而 使 燕 汽 汽 管 破 烈 ， 蒸 汽 管道 中 一 般 都 装 有 路 胀 节 ， 求 阁 中 
这 一 段 管道 的 总 长 〈 单 位 是 毫米 ) . 
8. 用 “、 玉 和 分 别 表示 扇形 的 圆心 朋 、 半 径 和 弧 长 ， 求 扇形 的 面积 ; 
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(1) HER. sgk ae 75 (2) Ro 110 毫 米 ，x- 2.2 (IURE 
(3) 设 丰 = 40 毫 米 ，& = 1205; (4》 设 R= 30/8. a—407; 
(5)》 设 六 -8 厘米 ，! = 5 厚 米 ; (6) XR-1008, i-170:8X. 


9. 4801 1- d BRL RETE FURORE E PUR. 《单位 是 毫米 》， 它 的 展开 图 是 一 个 局 形 ， 
试 计算 这 个 扇形 的 半径 只 、 圆 心 角 4 (度数 ) 和 面积 4. 


《第 7 题 ) (Ron 


10, HERE ER HE Im EE Pr A E (单位 是 毫米 ) . RERNE FEAA TÉ GE IR 
长 5 、 学 径 7 和 R, Bof o. DOSBLAIUAS., 


(第 10 题 》 


复 x" E 
;. 某 地 修建 一 个 田径 场 跑 遵 ， 内 图 总 周 长 400 米 ， 其 中 两 址 线 部 分 各 长 100 米 . 试 
计算 两 端 六 圆 部 分 的 半径 R. 
2, 某 地 下 建筑 ， 上 部 为 号 形 ， 与 形 的 总 长 与 学 径 均 为 10 米 ， 问 这 号 形 的 弧 长 是 多 
长 ? 
3,— 7 BISGERHS CUED, KIEAB- 15k. HECD- 2 米 ， 求 贺 拱 形 的 半径 天 . 
4, 久 工 要 在 直径 为 20 毫 米 的 例 轴 上 钳 出 一 个 键 模 ， 其 尺寸 如 图 所 示 , 求 铣 刀 进 思 
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! 
i 

1 

1 
Md 
] 

| 

No 


【第 3 题 ) 
WE, 
5.20 个 孔 沿 直径 由 - 100 EOIE RO TUS 9 5] 4r RBR TL noe 2 h 18] a 
ERSTE 0-8 PUE HEECRLULRE HE 0 op 弧 长 是 多 少 ? 


6 EB IU (0) EUR 2 TE FEE — 1-90 fe TE BE PIER. OH EAR ERES I y 4A 
HA) WU. 


7. 节 图 ， 已 知已 4 和 也 了 B 是 人 0 的 切线 ，4 和 有 是 切 点 .求证 : cAOB- 一 4P= 1807, 


p 
P4 ? 
£ 
8 


CE 60) 《第 7 题 ) 
8. 一 泌 七 中 年 四 月 二 十 四 日 ， 我 六 成 功 地 发 射 了 第 一 颗 人 造 地 球 忆 星 ， 这 是 毛 汶 东 
思想 的 伟大 胜利 ! 
已 知 地 球 半 径 尺 - 6370 HL, 4 M EL PEOR RE SAI. AB- 2384 公 里 ， 问 此 时 地 面 
二 能 独到 这 栖 卫 星 的 最 远 的 地 方 ， 离 卫星 约 多 少 公 里 〈 见 图 ) 
9. 如 图 ， 4p AABCH. DXLABSAROKR, BC 9 厘米 ，4C= 13 厘米 ， 空 的 内 于 
BDMAB, BCHACHI FD, EMF, RAD, BE, CFjS K. 


PAG 


《第 8 题 ) God) 
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10. 证 明 直 角 三 角形 内 切 圆 的 直径 长 等 于 它 的 两 
条 直角 边 长 的 和 泸 去 斜 边 的 长 《 兄 图 》 . 
11. 如 图 ， 在 长 40 厘米 、 宽 26 厘米 的 铜板 上 切取 


p L| 

mE M E REA ME MI 
Rui, » 
12. 锅 护 六 工人 角 行 设计 弯 管 机 ,用 它 把 钢板 怨 成 4 e 


融 简 形 ， 为 了 控制 图 简 半 径 大 小 ， 需 要 求 出 上 下 辊 轮 
中 心 的 垂直 距离 H (Wa) 、 
已 知 : 上 辊 轮 的 半径 为 275 毫米 ; 下 辊 轮 的 半径 均 为 250 毫 米 ; 下 辊 轮 的 中 心 距 为 
600 毫 米 ; 钢板 厚度 为 14 毫 米 ; 轧 制 回 简 的 内 径 为 500 毫 米 。 
HRH? 


e 


《第 10 题 ) 


Grugi) (第 12 题 7 
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第 三 篇 平面 三 角 
第 八 章 ”锐角 三 角 函 数 


勾 股 定理 揭示 了 直角 三 角形 三 条 边 之 间 的 关系 ， 利 用 它 我 们 能 解决 不 少 实际 问题 . 
但 是 ， 在 生产 实践 中 ， 还 会 示 到 直角 三 角形 的 另外 一 些 问题 ， 这 些 问 题 仅 用 勾 股 定理 是 
不 能 解决 的 ， 必 须 用 直角 三 角形 边 与 角 之 间 的 关系 才能 解决 ,本章 就 是 研究 直角 三 角 E 
边 与 角 之 问 的 关系 。 


第 一 他 ATMAN 


一 ， 正 弦 和 余弦 

1. 正 蓄 和 余弦 的 概念 

实例 茶 大 队 要 在 一 个 山坡 下 的 河 边 修建 一 座 扬 水 站 ,已 测 得 河 边 到 山顶 的 距离 4B 
为 50 米 ， 山 坡 和 地 面 的 夹 角 为 35° .为 了 选择 适当 扬程 的 水 察 ， 需 要 知道 出 水 只 的 高 度 
《 即 扬程 ) BC 和 水 平 距离 4C〈 图 8 一 1) . 

这 个 便 子 就 是 ， 在 直角 三 角形 48C 中 ， 已 知 斜 边 4B 和 一 个 镜 角 一 4， 求生 4 的 对 边 
BC 和 <4 的 邻 边 4C .为 了 解决 这 一 问题 、 我 们 必须 考虑 直角 三 角形 边 与 角 之 间 的 关系 . 

先 看 一 个 锐角 是 30° 的 直角 三 角形 ， 边 与 角 之 问 的 关系 。 

由 平面 几何 可 知 ， 在 直角 二 角形 中 ，30° 角 所 对 的 边 等 于 斜 边 的 一 准 , 这 就 是 说 ， 在 
以 30* 角 为 一 个 角 的 所 有 直角 三 角形 中 (图 8 一 2 ) ， 一 4 HLS RRA RIEME 
即 BC _ BC B"C" 1| 

AB AB AB" 
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一 般 地 说 ,如 果 锐 角 4 的 大 小 确定 了 , 著 末 以 这 个 锐角 为 一 个 角 的 所 
(网 8 一 3 liz Z NDS AUP E E. cA Bg 
AMEH RETER. 
事实 上 ， 由 图 8 一 3 知 ， 
AABCHAAB'C' [IN ABC" , 


BC BC 2 BC, ecce 
AB AB ~ ABT? 图 8 一 3 


AC | AC' AC" 


AB CAB' AR" + 
根据 直角 三 角形 边 和 和 角 之 间 的 这 种 关系 ， 我 
们 得 出 正弦 和 余弦 的 定义: 4 


在 直角 三 角形 45C 中 (图 8 一 4) ， Bs 


ASA UN LA dis, Hb eU 号 “sin4 来 表示 . 即 


nd iE RAT. 
cL A MISSE RELULM HE ELARRE, MEE eos AERE BI 


"cos Pie dE PLA", 


Bil KE 8 — 5 hüdsind, cos, sinB, cosbi. 


[3 sinde BC 3, 


在 这 里 我 们 看 到 : 
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sinl cosB; cosA- sinB, 
qj AmaBus4dh. WucB- 90° LA, BIA 
sind-cos(90? —4); —— cosd- sin(90? — 4), 
这 两 个 关系 叫做 余 节 关 系 ， 它 们 对 任意 锐角 ABRY. 
2 REFER DS ERRARE 
TEKÁB3O^, 45^, GO WIIEZERUAGLIH. (E^ESDHEPASWUBAD FERE 得 计 
算出 来 ， 
(1) 45* 钊 的 正弦 和 余 芯 的 值 
如 图 8 一 6 ， 在 直角 人 4BC 中 ， 
LA - AB- A5, 


b -a 


HARER, 8 


su PL S 1 va 
ceat nort 3a VY 3 
(2) 30* 角 和 60* 角 的 正弦 和 余弦 的 值 
如 图 8 一 ?7 ， 在 直角 A4BC 中 ， B 
£4 30°, "3 
4 
4 0-248, v Q 
HAREM, 44 
bey ë B-/3 G 
=V 3a. 图 8 一 7 
DET 
C 24 2 
cos30? =- Box» - VA 
i .b yse v3, 
sin60 Loy, 2^? 
a a 1 
cos60"= Too Proc. 


例 2 计算 : j sin60° + cos45? - sin30?cos30?, 


NE: l sin60? + e0345° — sing0°ces30° 


E 
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在 有 些 问 题 里 ， 会 遇 到 正弦 (或 余 艾 ) 的 平方 ,立方 等 ， 我 们 把 (sina)? 简 记 作 sin?a， 
(sina)? 简 记 作 sinta 等 ， 

DES 计算 : sin230? 4 cos2309。 

解 : 。 sin?30° t eost30° = (inso? Y (cos30° ye (4) + vey- 1. 


3S.AERREZ, RAH 
30"、45*、60" 角 的 正弦 和 余弦 的 值 ， 我 们 已 经 算得 ， 其 他 企 一 锐角 Canon, 5°% 
等 》 的 正 鼓 和 余弦 的 值 ， 可 以 利用 《三 角 函 数 表 》 查 得 .关于 查 表 的 方法 ， 学 员 可 看 R 
中 的 说 明 ， 这 里 应 注意 以 下 所 点 : 
第 一 ， 在 例 1 中 ， 我 们 已 经 介绍 过 余 角 关系 : 
sing= cos(90? —2); cos@= sin(90? —a), 
Up —^- LfRLIE TAA TU AR RI ARS — BUR ISAREARTUE D APR IEDE RA. 例 
Ju. Ea —60?, WM 有 singo? ~ c0530?; coa60° = sin30? B] E, 3ESÁCRIAR SELL — 
[e 
第 二 ， 碍 一 个 角 的 正弦 时 ， 应 当 从 左边 的 直行 和 珊 端 的 横行 中 ， 分 别 查 出 这 个 角 的 
度数 和 分 数 . 查 一 个 角 的 余弦 时 ， 应 当 从 右 过 的 直行 查 度数 ， 从 底 端的 横行 查分 数 . 
AE, APR Heen loo 2 DEO A b, Egiak REE k 
LL RBot s GEBOT L 
查 表 梓 修正 值 时 ， 睁 注意 它们 的 增 减 性 . 查 主 弦 时 ， 如 果 所 给 的 角 比 表 中 的 角 大 ,应 
融 收 正 值 ， 如 果 所 给 的 角 比 表 中 的 角 小 ， 应 减 修正 值 . 
查 余弦 时 ， 则 相反 ， 如 果 所 给 的 角 比 表 中 的 角 大 ， 应 珀 修 正 值 ; 如果 所 给 的 角 比 表 
中 的 角 小 ， 应 加 修正 值 , 
例 4 AER: (1) sins1?425 (2) «in30735; (3) cos37°19'; (4) cos62?16', 
Fi (1) sins1?43/— 0,7848- 0,0002= 0,7850; 
(2) sín30?35'— 0,5090 — 0,0003 — 0,5081; 
(3) c0537?19'— 0,7955—0 ,0002— 0,1953; 
(4) co362?16'— 0.4648 0,0005 — 0,4653, 
eón— 4 f& (E CRAS BO E, H SARRE TELE USE PERS BER. 
例 5 Täsire=0,9234, cosg- 0,3931, Ra, B. 
解 ; sing 20,9234 —0,9232 0,0002, 
a= 61924'4 2'— 61^26', 
eos — 0,3931-- 0,3939 — 0.0008, 
局 = 66548 二 3 一 66251 
Bio 解决 证 节 开头 实例 中 提出 的 问题 ， 


.. ，， BC 
[m 
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«o BC- 4Bsin4- 50 x sin35? — 50 x 0,5136 28.63( 米 )， 


LE ME 


AC = ABcosA- 50 » cosa5? - 50 x 0,8192 — 40,960), 
$$: 出 水 口 的 高 度 BC 是 28.68 米 ， 水 平 距 离 4C 是 40.96 米 .。 


二 、 焉 切 和 余 切 
1 .正切 和 祭 切 的 定义 


因为 相似 三 角形 对 应 边 成 比例 ， 所 以 ， 当 锐角 4 确定 后 ， 以 这 个 锐角 为 一 个 角 的 所 
有 直角 三 角形 中 ， 除 一 4 的 对 边 和 八 边 之 比 、 一 :4 的 邻 边 和 斜 边 之 比分 别 是 定数 之 外 ， 
到 4 的 对 边 与 邻 边 之 比 、 邻 边 与 对 边 之 比 、 斜 边 与 邻 边 之 比 、 祭 边 与 对 边 之 比 也 都 分 别 


是 定数 . 
根据 这 个 性 质 ， 我 们 定义 : 
在 直角 三 其 形 4BC 中 (图 8 一 4)， 
三 4 的 对 亡 和 过 4 的 邻 边 的 比 ， 叫 微 二 4 的 正切 ， 有 


FEG BA” KRR, BN 


“gA” ERAT. ! 


ABS R AMA HE. MEC ARA E. FR 


“ctg4? 读 作 “ 扣 坦 金 特 4*， 
斜 边 和 一 4 的 邻 边 的 比 ， 巴 人 散 一 4 的 正 审 ， 用 符号 < 


gu c 


T 
secde AA t 
| ea t) 
“seed? 读 作 “ 西 肯特 4 ， 
斜 边 和 一 4 的 对 边 的 比 ， 叫 茹 一 4 的 余 制 ， 用 符号 < 


符号 “etg42” 来 表示 - Bl 


如 


sec4 来 表示 。 即 


esc AT RES . 即 


«cscA? 读 作 “ 扣 西 肯特 4”. 


由 于 当 锐 角 4 每 取 一 个 确定 的 值 和 时 ，sin4、ecos4,tgAetgA、seec4 和 ese4 都 有 确定 的 
什 和 它 对 频 ， 因 此 它们 都 是 锐角 4 的 消 数 ， 分 别 叫 做 首 式 函 数 、 RAAR ERR 
余 切 画 数 、 正 制 函 数 和 余 割 函数 , 这 六 个 函数 统称 为 锐角 三 币 函 数 . 其 中 前 四 个 三 角 函 
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数 今后 常用 ， 故 为 我 们 学 习 的 重点 。 
2. 特 综 角 的 正切 和 余 切 的 值 
FIRHTEABLEZCRUR LAE IE. iE 8 一 5 及 图 8 一 7 ， 容 易 推导 出 特殊 角 的 

正切 和 余 切 的 值 ; f 


TECER: eunt di 
1830? E cig30° —-V/3 5 
1860? = 8 etg60° V9. 


为 了 便于 记忆 ， 现 将 特殊 角 的 三 角 函 数值 列表 如 下 ; 


2 2 2 
coul | vs yz 1 

2 2 2 
tgl vs | 上 


3. 查 表 求 正切 、 余 切 的 值 
同 查 表 求 正 艾 、 祭 监 的 值 一 樟 ， 任 一 锐角 的 正切 和 余 切 的 值 也 可 以 利用 《二 角 通 数 
表 》 查 得 ,在 这 里 应 该 指出 ， 正 切 和 余 切 之 间 也 存在 余 角 关系 : 
tga «ctg( 90? —a); ctga —-ig(90?—2a), 
即 一 个 锐角 的 正切 等 于 它 的 余 角 的 余 切 ; 一 个 锐角 的 余 切 等 二 它 的 余 角 的 正切 . 因此 ， 
焉 切 和 余 切 用 同一 个 函数 表 。 
此 外 ， 从 胡 中 看 出 : Hat o Soo zi EMA AG, Etsek AEK, R er 
HREN AE. EEHEEHE, IEUPRDESEEUL, RAMARRI. 
Bil AR: (1) 18407135 (2) tg60°16'; 
(3) etg46?325 (4) ctg35°47’, 
Æ: — (1) t840713' -0,0451 0,0005 — 0,8456; 
(2) t260?16' -1,753-— 0,002 1,751; 
(3) ctg46?32/—0,9490 — 0,0011 -0,9479; 
(4) et825747'-- 1,3868 10,0009 — 1,3874, 
B2 Góntga-0.3659, RE, 
B: 查 表 得 a= 206", 
例 3 在 地 面 上 用 测 角 仪 4D 测 得 电视 塔 的 仰角 为 71“， 量 得 电视 塔 的 中 心 到 DD 的 
距离 为 54 米 。 已 知 测 角 仪 的 高 4D 等 于 1.2 米 ， 求 增高 BE (图 8 一 8 ) 。 
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解 : 在 直角 入 4BC 中 ， 
igÁ- 7e :AC = DE - 54, 
BC- ACtgÁ = 54 x {1871° 
—54x2,904 -156.8 CK) 。 
于 是 BE-BC^CE :156.8+1.2=158 (Æ), 
E: 电视 塔 的 高 为 158 米 
三 、 同 角 的 三 角 函 数 间 的 关系 
e f mf mE. TERIERA KS 
MEX, SO fW mx. 
1 .倒数 关系 
由 三 角 函 数 的 定义 ， 


2 .高 数 关 系 


3. 平 方 关系 
EXLfRAABCHp (图 8 一 4)， 
sinA- £s cosd: 9, 


D 
sin? At eos? A ( ey «i i ecl 


6 
HANE f 


ate e, FRH 


24- cos? — 1 


同样 呆 得 : 


利用 上 述 公式 ， 就 可 以 从 一 个 三 角 画 数值 求 出 其 它 的 三 角 画 数值 。 
Bil Bn oA -和 of ANDR S PRIUS LU. 
f VoosintA d cos? A «1, 


sinA- VIT cos À -y - (4 ) 2-3 


25 5? 
sind =l 
MALUM cetgá- id? 
-8. 
5.3, 
tg CQ 
5 
4. 1 QA. 
eg ul 37 


上 面 是 利用 三 角 函 数 问 的 关系 计算 的 .另外 ， 我 们 还 有 更 为 直观 的 方法 : 
作 一 直角 三 角形 4BC (图 8 一 9) ， 根 据 eosA- 二， 可 取 4B- 5, 4C- 4, H 
勾 股 定理 得 : 


所 以 ma PC L8 d 

sina BC 3. 

AB s' 

B $, 

C 
uA er 

4 

aga AC LA * e 
= BC 3 s—o 


后 一 种 方法 ， 在 电工 计算 中 常用 到 它 。 
利用 同 角 的 三 角 荐 数 间 的 关系 式 和 余 角 的 关系 式 ， 还 可 以 化 简 三 角 冰 数 式 . 
sind 
$12 化 简 : VT cR 
B: V doces, 


sinA sind 


y i unti ctgA "ex 784 =tgActgA=1, 


B3 化 简 : sina siu*(90? 0).-tgatg(90° —a), 
B: sin'c-Fsin*(90* —a) —tgatg(o0? — a) 
—sin*& 4 cos*a—tgeetga — 1 — 1 -0, 
3 题 
1. 设 A4BC 中 ， 一 C =90°; 
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^" ci. 9e 


(1) Ba-s, b-12, c—18, RsinA,cosA, sinB, cosBff Mii; 
(2) Bála —5, b— 4, c— y 41, 3RsinA, cos sinB co BHi, 
2, 计 算 : | 


ings? 
(1) 2sin30° --3cos609 — 25045", 


4c0s45? " 

(2) 《sin69" 1-e0560*) (co330? — sin30?); 

(3) 1—5in?60? — cos?60*; 

(4) (1 cos45? 4: 5in30*)(1— cos45? + cos60?); 


sin60° — singo? 
(5) eos30° + cos60?* 


3. 查 表 求 下 列 正弦 或 余弦 的 值 ; 
(1) sing®, sin20?, cos70°, cos15?; 
(2) sin41711', sin37?29', cos21?33', cos44759; 
(3) sin54?36', sinT9^5', cos57?17', cos50^275 
(4) coslO^55', sinG1"47', cos26749', sin89?3', 
4. 已 知 下列 正 弦 、 余 嘴 的 值 ， 查 表 求 角 o 的 度数 : 
sina=0,3115; cos 4—0,9247; sin &—0,0244; 
cos d= 0,0488; sin = 0,8251; cos &— 0,2996, 
5, 查 表 回 答 下 列 问题 : 
(1) sin20° 十 sin50° 是 不 是 等 于 sin70°? 
(2) cos20° 十 cos50° 是 不 是 等 -cos70°? 
(3) sin40° 是 不 是 等 于 2sin20°? 
(4) cos40° 是 不 蚌 等 于 2co0s20°? 
6. 设 在 A4BC 中 ，<C=90?: 
(1) 已 知 二 4 一 32°%, c=7, 求 4、b$ 
(2) BALA - 57745', 4=5, Re, b; 
(3) B AZB -40712/, c—5, sta, b. 
7.3 ESL ZR BUR fS 2o 21^, SHE AB - 7. 06k, RER BC 的 高 度 和 梁 的 跨度 ( 即 
4D 的 长 ) 。 
8, 飞 机 上 上 升 时 的 速度 为 每 秘 100 米 ， 上 升 角 为 30"， 求 30 秒 钟 后 飞机 药 上 天 高 度 和 
飞机 离 起 飞 处 的 水 半 距 离 。 


€ 
【第 7 题 ) (第 8 题 ) 

9, 哪 一 个 角 的 正切 、 余 切 的 值 都 等 于 1? 当 角 在 什么 范围 内 变化 时 ， 正 切 的 值 小 于 

1 ,而 余 切 的 值 大 于 1 ? 当 角 在 什么 范围 内 变化 时 , 正切 的 值 大 于 1 ,而 余 切 的 值 小 于 1? 
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10. 计 算 : 
(1) sin80?-- 3c0560? + 218457; 
(2) 8etg30? + 25in60? —2c0530?; 
ctg60? —tg45? , 
(3) tg60? —ctg4s? ^ 
(4) 318230? ctg45? — 21845? + 2tg*60*; 


(s) etga0? 


1-ctg60?rgso? * 
11, 查 表 求 下 列 正切 、 余 切 的 值 : 


:1818?6'; e1830?26'5 18219565 etg24?31 

tg0?36/; ctg42?16'5 t£53?135 ctg81?2', 
12. 查 表 求 下 列 角 0 的 度数 : 

tg 04—0,4067; etg &— 2,017; 1g0—0,3979; 

etg 4—1,4605; etg a - 0,7265; 186-1.1192; 

1g 036,96; ctg a — 76,39; tgà)12,12,. 
13.2: ILE FER IARE: 


(1) :£20* +1g40° 是 不 是 等 于 t860°? 
(2) ctg10° +etg20° 是 不 是 等 于 ctg830°? 
(3》tg840° 是 不 是 等 于 2tg20°? 
(4) ctg40° 是 不 是 等 于 2ctg20°? 

14, 求 下 列 直角 三 角形 的 未 知 边 和 未 知 角 ; 


ass 
E g 

4j 

2 m ae 3 
c A! Ld 

é=? 

ar b-T aq 

G 
了 
< 一 9 
Is 
e e 
(第 14 题 ) 


15, 水 库 上 一 个 拦 水 坝 的 机 断面 为 梯形 《 见 图 )， 求 坝 斌 的 宽度 4B， 迎 水 坡 长 度 BC 
和 背 水 坡 长 度 4D. 
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w 


16. 我 英雄 的 中 国人 民 解 放 军 在 高 120 米 的 山顶 的 某 哨所 ， 现 察 入 侵 我 国 边境 的 苏 修 
坦克 (ME), WARA “= 7^. 求 哨所 到 敌人 坦克 的 水 平 距 离 


【第 15 题 ) 《第 16 题 ) 


17 .已 知 下 列 各 式 ， 求 4 的 其 他 三 角 函 数 的 值 : 
5 


(1) sina—o,6; (2) cos C= 
(3) 182-5; (4) ets a= 
(5) tgo SE , 求 sin aeos a, 
18. 化 简 : 
1—sin Å ł— cost Å 
"A. 2) l-595.4., 
D AA 0) A 
(3) tga sina cos à; (4) tg% & (1c sin a) (1 —sin a); 
(5) csc? & —ctg^ a —cos? a (6) ctg? a (tg? a —sin? a); 
(7) (1— cos? à) (14-12? a); (8) sin(48? +8) — cos(45? —a), 


第 二 节 ”直角 三 角形 的 解法 及 其 应 用 


一 、 直 角 三 角形 的 解法 
在 三 角形 的 三 个 角 与 三 条 边 这 六 个 元 素 中 ， 已 知 某 些 元 素 ， 求 出 其 余 的 未 知 元 素 ， 


叫做 解 三 角形 . 

在 直角 三 角形 的 六 个 元 率 中 ， 除 了 直角 以 外 ， 只 要 知 B 
道 任意 两 个 元 素 〔 其 中 至 少 有 一 个 是 边 长 》， 就 能 求 出 其 
余 的 元 素 . 

1. 已 知 一 边 和 一 锐角 解 直 第 三 角形 

Bb) 在 直角 人 入 ABC 中 (图 8 一 10)， 已 知 4B= 20, 


一 4=66°, RZB, BC, AC, 
解 : 过 B=90° 一 人 4=90° 一 66° =24°， 


sind— us ; Añ Uc 
BC= ABsinÁA = 20 x sin66? 图 8 一 10 
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= 20x 0,9135 — 18,27. 


tosda A, 


AC — ABcos A — 20 x cos66° = 20 x 0,4067—8,13. 


H2 XEtHSAABCT (Hl8—11), BAMa=15, ZA-35?27 , REB, b. e, 
解 : cDB-90?—.24— 90? —35?21' —54?38', 
agA-- 2 B 
CEA= 
b-actgÁ- 15 x ctg35?27'— 15 x 1,4045 6 a-is 
-21.07, 
x sindc ——, AL c 
. a H 15 一 15 "T n 
^" Sind simas aP 5.5800 2509 Bacu 
或 由 勾 股 定理 ， 得 
setb =y 15? E31 01? 25,86, 
2 .已 知 两 边 解 直角 三 角形 
例 5 EHAAABCH (8—12), GAAB =10, a 
BC-1,3RAC, 2A, <B, 
M: AC-VABtCBC?-y/ 009? -17=V51=7,141, 多 T 
: BC 1 
sind = = Ou, 
AB 10 A c 
LÁ 44728, 图 8 一 12 
«ZB = 90° — LA = 90? --44?25' — 45?35', 
二 、 应 用 举例 


毛 主 席 教 导 我 们 ; “所 着 了 世界 的 闪 律 性 的 认识 ,必须 把 它 再 回 到 改造 世界 的 实践 
中 去 ， 再 用 到 生产 的 实践 .革命 的 阶级 斗争 和 民族 斗争 的 实践 以 及 科学 实验 药 实 践 中 


去 。” 


现在 我 们 应 用 前 面 学 过 的 三 角 知 识 ， 来 解决 一 些 实 


际 问题 ， 


1. 等 分 圆周 问题 

第 七 章 我 们 已 经 介绍 了 等 分 圆周 的 两 种 方法 : 等 分 
网 心 角 法 和 等 副 法 ， 在 这 里 我 们 详细 介绍 等 纱 法 中 避 长 
的 计算 公式 ， 先 看 下 面 的 例题 : 


#1 


周 上 ， 加 工 10 个 等 距离 的 圆 孔 ， 求 相 邻 两 孔 的 中 心中 
AB {图 8 一 13) . 


在 圆 形 工件 .上面 的 一 个 直 答 为 440 毫米 的 圆 


和 解 : 作 0C LAB, w 
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LA0C- 3 "010", 


AB = 2 AC —2A40sinzCAOC =440 x sin18? 
一 440 x 0,3092- 186XEDK 
E: 相 邻 两 孔 的 中 心 距 为 136 毫 米 。 
在 生产 实 区 中 ， 常 常 要 求 把 圆周 性 意 等 分 ， 例 如 在 制造 电机 转子 、 定 子 的 冲模 时 ， 
常 需 把 回 周 分 为 18、24 等 分 等 ， 用 类 似 上 面 的 方法 ， 可 以 推导 出 任意 等 分 圈 周 的 弦 长 公 
A. 
EE ERIS7SD, AHAHA RSA. MARIL EAA: 
S-Dx:in a pK, 
n 
JURE -sa E nip pg, Edo Ru, 
2 MEE REM REEN A 
在 机 械 加 工厂 里 ， 经 常 切 制 截 头 贺 锥 形 的 工件 ， 如 拨 梢 、 车 床 顶 尖 等 ， 
在 锥 形 工件 中 《 见 图 8 —14) , 2a nj di di 
fj. cma ey. 
从 图 8 一 14 中 可 以 看 出 ; 
D-4 


tee Mp, suco MIREN, UR ERE 
KERER AR 


- —d 
KR. ng an Dig . 
502 ZZ BR BU KENES AA A DEEST. 
“艰苦 奋斗 ”的 革命 精神 ， 明 已 动手 制造 锻 体 刻度 盘 【〈 图 
8 一 15) ,已 知 大 头 直 径 九 =82 毫 米 ， 小 头 EB d 50 
毫米 ， 锥 体 长 ! = 17 赣 米 ， 问 烛 上 时 车 床 的 小 拖 板 需 调 
转 多 大 角度 ? 
解 : 由 图 可 见 ， 小 描 板 转动 的 角度 应 等 于 欠 体 的 身 
fao, Br 


D- 
hc —3- D 
"S74 7717 7b. 
. 82—50 Á 32 _ a 
34 34 0,9412, 


查 表 得 0=43°16'。 

E: 小 拖 板 需 转 劲 43 16", 

3. 皮 带 长 度 的 计算 

Yt 皮带 轮 直 传 劲 《图 8 一 16) ， 
已 知 大 轮 的 直径 为 D， 小 轮 的 直径 为 4， 
它们 的 圆心 距 为 4， 求 皮带 的 长 度 工 。 

山 图 8 一 18 知 皮带 的 长 度 : 


cM V ZXAS 
L-BGA- A'G'B' +AA BB', 


D 
3 


D 


而 Paier. 7 


* 20-2- 
2 


(a 2-26), 


fam d 4 d 
G'B'2g. 30. E =£ (m 
A y 20 z 3 (m — 20), 


AA -BB' -OE - OD 0E = yeZ 


= vai -(D-dy, 


所 以 | L-5(0HDD-4) «vae (DI | 


其 中 8 用 弧度 表示 ， 


TERO? 
由 图 8 一 16 可 以 看 出 ， 在 直角 和 OOE 中 ， 
D-4d 
sng- E LE P-a 
0O "a 3a 


由 sin 9 的 值 可 查 表 求 出 和 2 《化 为 弧度 ) . 
A3 QÓnD 3002, d- 200 毫 米 ，4-- 2000 毫 米 ， 求 皮带 的 长 度 工 ， 


i D-d 300—200 
0 PZ 300—2000 o3 
E sin m 006 .025, 


8-1?26'-0.025 (弧度 ) . 


m 


2 


L= 


一 250z +2,5 +3998 =4786 (Æ$) . 
E 皮带 的 长 度 为 4786 毫 米 。 
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(300 +200) -- 0,025(300 — 200) + 1/4 x (2000)? — (300 — 200)? 


3 题 
1. 设 在 A4BC 中 ， 一 C= 90"， 解 下 列 直 角 三 角形 ; 
. Q) gltzA-25*, c-10, RAB a,b; 
(2) Gn ecA- 479, b—15, RAB a,c 
(3) BALZA =40°, &—14,2, RLB, b. G 
(4) Bge =5, b=12, Rea LA, <B; 
(s) 已 知 g 一 22、c=110， Rİ, ZA, £B; 
(6) En b —150, c-180, Ra, ZA, <B, 
2. 在 圆 形 工件 上 面 的 一 个 直径 为 150 毫 米 的 贺 周 上 ， 钻 上 八 个 等 距离 的 圆 筷 ， 问 HH 
部 两 孔 的 中 心 距 为 多 少 ? 
3, ROGER JMB RREA. 
4. 车 工 师傅 要 加 工 一 个 拔 梢 ， 尺 十 如 图 所 示 ， 问 加 工时 应 将 小 刀 架 秽 动 多 大 的 角 
度 ? 


(au) (第 4 题 ) 


5, 工 人 师傅 加 工 边 长 为 05 毫 米 的 六 角 螺 帼 ， 原 用 一 把 铣 刀 加 工 ， 现 用 两 把 铣 刀 沿 
时 加 工 ， 试 计算 出 两 把 铣 刀 问 的 王 离 * ， 见 图 。 

6. 一 个 燕尾 模 的 燕尾 角 为 55"*， 用 直径 为 20 训 米 的 两 根 钢 柱 测量 ， 测 得 两 钢 柱 之 闻 
的 焉 离 为 41 .58 台 米 . 求 燕尾 梢 两 顶尖 之 间 的 距离 ! ( 见 图 ) 。 


MRHAR LUE LEUTE 


《第 5 题 ) (第 6 题 ) 


7 .工人 师傅 常用 公式 : -0.82844* 或 4=4.828l*( 其 中 4 为 对 边 距离 ，? 为 边 长 ) 
计算 八角 钢 的 面积 , 试 证 明 这 二 个 公式 ( 见 图 ). 
3. 在 一 轴承 内 有 20 个 直径 为 16 毫 米 的 钢珠 紧密 地 排列 着 ， 试 求 出 轴承 的 内 圆 半径 
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04 和 外 图 半径 0B《 精 确 到 0.01 毫 米 ) ,《 见 图 ) . 


(第 7 题 ) 


9. 皮 带 轮 直 传动 ， 已 知 火 小 轮 的 半 很 及 其 中 心 H 
T8229: 
Q) R-?T58OK, r—-1158PK, a=500 8%; 


(2) R—30]H/K, v—183EDR, a-244HDK, E 
试 分 别 求 测 皮 带 的 长 度 ， 2 e 
10. 基 车 间 在 进行 一 项 磨床 设计 时 ， 需 要 计 竺 磨床 中 心 
架 0 到 导 委 底面 的 距离 0D( 旭 图 ) .已 知 4C = 50 毫 米 ，OC eA 
—2008UK, jEULRIEG 30°, ROD, 《第 10 题 ) 
E 习 是 
1. 在 直角 三 角形 4BCdi, 已 知 c 25, a—24, sind, cos, ttd, sinB, cosB, 
BHIE. 
2. 下 列 各 式 的 值 等 于 多 少 ? 
(1) sinT4? — cos16?; (2) tg57?*ctg57?; 
(3) tgT4?-tg1655 (4) cigs8?-cig52?, 
3, HEU e HEARRE, R o 8 RUE A ie 
(1) sino —0,8; (2) cosa 一 区 
《3) tsa =- (4) ctga — 7, 
4. 计 算 下 列 各 式 的 什 : 


(1) 2 sin60scos609; 
(2) 2c03530? — 4cos43? + tg60°; 
(3) 31530? + ctg45? — 2tg45? + 2c0s60°; 


《0s609 J 
4) — Mo vl 
e 1 十 sin60” tg30? " 


(5) 3ctg*60? +tg45° — 2etg45? + etg?30?, 
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5. 计 算 下 列 各 式 的 值 ; 


a) em E ua —ig roig a 


.0 b [id 3 "T 9 
2) cos? -tgl— tg? 4 cos? a 
e 4 8574 77.4 87$ 6 

6. 化 简 : 
(1) 1—sin? á— cos? æ; (2) sin?62? -- sin?28*; 
` 1 

gi 2a L.l. eos? 30? 

(3) sin? æ( 1 t 1g* à); (4) pua c05* 305 
in? in^(909— 

(5) 1—sin? a--ctg! a sin? a; (6) <a tsin’ (90°06) . 


tga tg(90°— o) 
(1) VI- costa- tga i— sinia (8) etg58?«ctg45?-ctg32^, 
了 .如 图 ， 己 EMN 表示 范 尾 档 镶 条 ， 图 纸 上 一 般 都 注 明 边 宽 瑟 F， 而 实际 加 工时 需 
要 知道 厚度 二 C， 设 边 宽 = 10 毫 米 ， 燕 尾 角 为 60"， 求 涯 度 EGC. 
8. 如 图 ， 已 知 一 个 单 头 曝 村 内 算 Di= 20.18OK, WU o —8730, RRE S, 


(su 


9. 在 举 径 为 19 旦 米 的 圆 内 ， 作 内 接 正 五 角 星 ABCDE (如 图 ) ， 求 五 角 星 的 DA 
AR BORED AMC HER. 
10, PH DS CIS 3E OE RRUELPUR RRETA. 


[o 5 


《第 59 题 ) 
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11 .我 侦察 兵 ， 在 750 米 的 高 山 忆 处 ， 测 得 正 前 方 敌 人 的 两 个 火力 点 4、B 的 傅 角 分 
别 为 15°、18”( 见 图 ) , 求 两 火力 点 间 的 距离 (精确 到 1 米 》. 

12 .测量 一 个 已 知 斜 角 是 “ 的 圆锥 孔 的 大 头 直径 了 ,可 以 把 直径 是 4 的 钢 球 放 进 锥 孔 ， 
用 深度 尺 量 出 句 球 露出 工件 部 分 的 高 度 丸 ， 然 后 用 下 而 的 公式 计算 D 


sing 


D (3 全 T 


试 证 明 这 个 公式 


(第 1 题 》 
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第 九 章 ”任意 角 的 三 角 函 数 


随 着 生产 和 科学 技术 的 不 断 发 展 ， 人 们 对 于 三 角 函 数 的 认识 也 不 断 发 展 ， 任 意 角 的 
三 角 函 数 就 是 由 于 锐角 二 角 函 数 满足 不 了 生产 实践 的 需要 而 发 展 起 来 的 ， 


第 一 节 ”任意 角 三 角 函 数 的 概念 


一 、 任 意 角 
在 第 六 章 果 我 们 知道 ， 角 可 以 看 成 由 一 条 射线 在 平面 内 绕 着 它 的 端点 旋转 而 戌 的 。 
当 射 线 绕 着 它 的 端点 旋转 一 周 以 上 时 ， 就 形成 大 于 360° 的 角 8 


(图 9 一 1)、 

相互 虽 合 的 两 个 齿轮 (图 9 一 2) ， 当 一 个 齿轮 按 逆 时 针 i 
方向 旋转 一 个 角 时 ， 另 一 个 齿轮 就 按 顺 时 针 方向 族 转 一 个 角 .、 到 
为 了 区 别 这 两 个 相反 的 方向 所 形成 的 角 ， 习 惯 上 规定 : Hr 图 9 一 1 
针 方 向 旋转 所 成 的 角 叫 做 正 角 ; Bosw. 
镍 方向 旋转 所 成 的 角 叫 做 负 角 、 

为 了 研究 上 的 方便 ， 我 们 把 一 个 角 
的 顶点 放 在 平面 直角 誉 标 系 的 原点 上 ， 
把 角 的 始 边 放 在 x 轴 的 正方 向 上 , 这 
样 ， 角 的 终 边 在 第 几 和 象限， 就 把 这 个 角 
吗 做 第 几 象 限 的 角 。 但 是 终 边 在 * 轴 上 
或 ? 销 上 的 角 ， 不 属于 任何 象限 .例如 
390"，150"， 一 120"， 一 60" 的 角 分 别 是 图 9 一 2 
第 一 、 第 二 、 第 三 、 第 四 象限 的 角 (图 9 一 3) ; 而 0°，90°, 180°, 一 90° 等 角 就 不 属 
于 任何 象限 . 


u 


NA 


图 9 一 3 


由 器 9 一 4 可 以 看 出 ，390"?、 一 330? 的 角 都 和 30? 角 的 终 边 相 同 . 它 们 可 分 别 写成 : 
390? = 360? 1 30*; —830? = C360? + 30*, 
和 30° 角 终 边 相同 的 角 还 有 ; 
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2 x 360° + 30°; -2 x 360° +309; 
3 x 360° + 30°; -3 x 360° +30°; 


于 是 ， 所 有 和 30" 角 终 边 相间 的 角 ， 连 同 30" 角 在 内 ， 都 


可 用 下 面 的 式 子 表示 : 
K.350°+30° {K= 0,+1, E2). 
一 般 地 ， 所 有 和 角 c 的 终 边 相同 的 角 ， 连同 角 0 在 内 ， 
都 可 用 下 面 的 式 子 表示 : 
K-360°+a (及 是 整数 ) 。 Bis—a4 


MRA o 是 用 继 度 制 表示 的 ， 则 有 
2Kæ+a (KK 是 整数 ) ， 
BE 试 在 0° 到 360”( 或 0 到 2w) 范围 内 ， 找 出 与 下 面 各 角 终 边 相同 的 角 . 
Q) -im* (2) 640; o) A2, 
解 : 0) 77-1202 —360? 240^, 
n YEO* -360 98 ELA Ej — 120? f£ XI RR Q0 f 702407 ; 
(2) ^ 640^—360?--280", 
在 0 一 360° 范 围 内 与 640° 角 终 边 相同 的 角 为 280°; 


20m _ 18m+ 2%m 


2 
64-m 
3 3 6x tgm 


在 0 到 2 oai Ss 6527 fut LUNA E 

二 、 任 意 角 三 角 函 数 

1 .任意 角 三 角 函 数 的 定义 

现在 我 们 借助 于 直角 坐标 系 来 定义 任意 角 的 三 角 洒 数 ， 

TER 4 的 终 边 上 任 取 一 点 以 (%,y)， 设 届 到 原点 的 虐 离 
AR SA Rey vy! (图 9 一 5)， 

a nét ML EUER UB y FU AE DA i i BER TE 
Kie mU COM UENS feina M Blo—s 


fi o teii L0 Hn e qut ACRI AMIER R tb. mf a MRR, 记 


deos à, Wi 


180 


角 a 的 终 边 上 任 一 点 的 纵 坐 标 v mb ls s uto. mfra EVI. WE tga, 即 
| tga = 之 


fuo BER YS Lip NRI AS x 和 和 纵 举 标的 比 ， mW fadt, ieetga, 即 


正 割 和 余 割 我 们 规定 为 : 


BH» sina, cosa, tga, ciga, seca, csap Eeh RR. CTARA ARM. A 
锐角 三 角 通 数 一 样 ， 今 后 我 们 着 重 研究 前 四 个 三 角 函 数 ， 
例 1 已 知 角 “< 终 边 上 一 点 的 坐标 为 MW (5s, 6), sk o 的 三 角 函 数值 ， 
解 : 07S 5-8, y-56, 
R= VEF e n, 
根据 三 角 函 数 的 定义 有 


so- 才 -二 E 

cosa RU - — 

tga =- D. -本 =- -全 
eugac A -- 1 


例 2 BUR BEEIDEUDOR: 07, 90^, 1807, 、270° 角 的 三 角 函 数值 . 


解 : (1) … Naso, x-R, y= 0, 
^o sing? = 0; £050? = 1; 
180°= 03 ctg0° 不 存在 【 因 分 母 为 等 ) . 
(2) 7 Mpa = 90°F, X—0, y-R, 
"S sin90?— 1; cos90^— 0; 
tg90? 不 存在 ctg90" 一 0 。 


同 理 可 得 : 


《3) sin180°= 03 cos180? 一 一 13 
tg180°= 0; ctg180° 不 存在 。 
(4) sin270° = 1; cos270°= 0; 
18270° 不 存在 ; ctg270° = 0, 
由 三 角 通 数 的 定义 可 以 知道 ; 


(1) Ha 为 镁 币 时 ， 上 述 的 定义 和 第 八 章 锐角 三 角 函 数 的 定义 完全 一 致 , 
(2) 正弦 函数 和 余弦 函数 的 值 介 于 一 1 与 1 之 间 . 即 
— psinaci, —1&ceosQ c1, 

2. 三 角 函 数 在 各 象限 的 正 负 号 

例 1、 鲍 2 的 结果 表明 ， 任 意 角 三 角 通 数 的 值 有 正 有 人 负 。 事实 上 ， 由 于 各 象限 内 点 
的 坐标 符号 不 同 ， 因 此 ， 根 据 三 角 函 数 的 定义 ， 三 角 函 数值 也 应 该 有 正 有 负 ， 它 的 符号 
可 根据 角 的 终 边 所 在 的 象 恨 来 确定 ， 三角 融 数 在 各 象限 的 正 负 号 ， 如 图 9 一 6 所 示 : 因 
为 ?在 第 一 ,二 象限 为 正 ， 第 三 、 四 象限 为 负 ， 所 以 正 茂 函数 在 第 一 、 二 象限 是 正 的 ， 
第 三 、 四 象限 是 负 的 ,根据 同样 的 分 析 ， 可 得 其 余 三 负 通 数 在 各 象限 的 正 负 号。 


图 9 一 6 


例 5 确定 下 列 各 角 的 三 角 函 数值 的 正 负 号 ; 
(1) 120°; (2) 345°; (3) —1355 (4) 395°, 
WE 0) s 90?7-120?-180?. MARRARA. 
4S0 8in120?—-0 , cos120?-—— 0 , tg120?-—— 0 , ctg120?— 0: 
(2) 210° 一 345° 一 360*， 即 345° 角 的 终 边 在 第 四 象限 ， 
"Sin845°<=0 , cos345°>— 0 , tg8345° = 0 ，ctg345 一 0 
HET: 
(3) sin(—135?)-90 , cos( —135°)= 0 , tg(—135°)=0, 
etg( — 185?) 05 
(4) sín395°= 0 , cos395°= 0, tg395°= 0 , ctg395?— 0, 


3 — HB 
1 在 直 和 坐标 系 中 作出 下 列 各 角 : 


(1) 4055; (2) -1655; (3) 280°; (4) - z, 
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2, 试 确定 下 列 各 角 疡 在 的 象限 : 


(1) 2007; (2) 89?505 (3) —295*; (4) 5505; 
Ed 79». 20g iw 
6) 二 (6) —4 0) 一 于 号 () —. 


3, 试 在 0° 到 360” (或 0 到 2 wx) 范围 内 ， 找 出 与 下 列 各 角 终 边 相 同 的 角 : 


(1) 480°; (2) 750%; (3) 15007; (4) —585^; 
23m 50r 19 
(5) Bf; OR o 5S (8) -全 = 


4. 设 角 的 终 边 上 一 点 的 仅 标 是 : 
Q2 (3,4); (2) (2, 15; (3) €78,12); (4) (78, 6). 
RRLAWEZ, $E. GODADRGUESE. 
5 ,决定 下 列 积 或 商 的 正 负 号 ; 


" 
(1) sinlQ5?cos93?; (2) -一 -6 (3) sin!210?cos* (— 210°); 


(4) 18284? .cig157°. 
6, 依 照 下 列 条 件 ， 分 别 求 9? 到 360° 的 角 a 疡 在 的 象限 : 
(1) sina 和 cos a 的 正 负 号 相同 ; 
(2) sina Jil tg o HENS dH RS 
(3) cos a fll tga 的 正 负 号 相同 . 
7. 设 * 是 三 角形 的 一 个 内 角 ， 下 列 通 数 中 的 哪儿 个 可 以 是 负 值 ? 
(1) sinc; (2) cos 5; (3) 185 (4) etg ES . 
8. 求 下 列 各 式 的 值 ; 
(1) atg 0? - btg1807 4 ce!g905; 
(2) p'sin90° — 2 bgcosQ? —g'cosi807; 


(3) sin 42 cos 5- E (4) sin2ar--cos2 mcos at tg ir, 


第 二 节  CEJHIAIBURÉROTERE 


在 这 一 节 里 ， 我 们 研究 任意 角 三 角 疝 阁 和 锐角 三 角 前 数 之 问 的 关系 ， 从 而 解决 任意 
角 三 角 函 数值 的 计算 问题 ， 

一 、 负 角 的 三 角 函 数 

如 果 用 “表示 正 角 ， 那 么 co RURSUS. Do Td P e LS Pei CCS E Pg 
fü XR X. REWA 9 一 7 BURIOGREIR. 设 角 x、 一 “的 终 边 和 单位 加 的 交点 
分 别 为 (4% 2)、M1 (xz I1). 
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显然 AOM, P2 AOMP, 
x=, -Yy- 4 HE Xi — Y. 


uc quta mde 
(PI 


sinam Ap 


sin(—e) = —sines 


^ 
[OR 
a) 
ctga= : P 
etg (—«) - —eiga 
综合 起 来 有 
DETA 


i 

i 

| ees(oe) = eos a 
tg{—0)- —igeó 

| etg( 2) 一 —ctgat 


(1) 


公式 《1) 对 于 任意 角 兴 都 成 立 ， 
BRI Ri sin(—45*), cos(—30^), tg( —15^300 f f, 


Ln sin(- 45?) — —sind5*- — 7*5 


Ys 


cos (—30?) = c0530^ 一 人 


tg( —15?30) = — 1g13?30'— — 0,2713. 
I. KUESOO fRÉRIE üGnd 
根据 任意 角 三 角 函 数 的 定义 可 以 知道 ,所 有 终 边 相同 的 角 的 三 角 范 数值 都 是 相等 的 ， 
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例如 : sin390° = sin30^; 
c05390? = cos30°, 
一 般 地 ， 角 式 .360”+a (其 中 为 整数 ) 的 三 角 通 数值 和 角 a 的 三 角 函 数值 都 是 
相等 的 ， 即 


sin (K.360° +a) ^ sina 
cos (K* 360? +a) = cos a 
tg(K-360? +a)=1g a 

| etg( K-360* a) - eig & 


(2) 


$82 求 下 列 三 角 函 数值 
(1) sin405*; (2) cosT50?; (3) 181140°, 


8: o sin405° = sin (860° + 45°) = sing? 12; 
(2) cosT80? — cos ( 2 x 360? - 30?) = cos 30° - YS 
(3) tg1140? — :g( 3 x 360? —60?) —1g60?— 73, 

由 些 可 见 , 利 用 公式 ( 2 ) 可 以 把 大 于 360° 角 的 三 角 函 数 化 为 小 于 360° 角 的 三 角 函 数 ， 

E. 90^Bj360^f5 B9 — fry i Y 

利用 公式 《1 ) SUITREUHE ft fa b — ferons SHE RGIE faB — fas dC. HERRER 
角 的 三 角 函 数值 ， 只 需 研 究 正 角 的 就 够 了 .而 由 公式 (2 ) ， 大 于 360? 角 的 三 信函 数 可 
化 为 小 于 360" 角 的 三 角 函 数 ， 所 以 ， 只 要 能 求 出 90* 到 360? 角 的 三 角 函 数值 ， 任 意 角 三 
角 函 数值 的 计算 问题 就 解决 了 . 

90" 到 360? 之 间 的 角 可 用 下 面 的 方法 表示 : 

终 边 在 第 二 象限 的 角 ， 可 表示 成 180° a， 其 中 a 为 锐角 .同样 ， 终 边 在 第 三 象限 的 
角 ， 可 表示 成 180"+&; 终 边 在 第 四 象限 的 角 ， 可 表示 成 360" -ww ， 其 中 必 都 是 锐角 . 

下 面 分 别 研究 180" -a、180° 二 a、360° 一 a 与 锐角 a 的 三 角 函 数 间 的 关系 。 

1,180? 一 2 与 锐角 4 的 三 角 函 数 间 的 关系 

作 单 位 加 (图 9 —8). Wo, 180? -% 的 终 边 和 单位 国 的 交点 分 别 为 M(x，?)、 
M, (5,91). 

有 从 图 中 可 以 看 出 : S AOM,PCSAOMP, 

yXi—N, =x SRG x. 


Q) v ochümeoe)e up = 


sing y, 
sin(180?—a)- sina; 


(2)  cos(i180?—a) -r= —s5, 
M, 


cosa= X, 


sS cos(180°— a) = ~ cos a 图 9 一 8 
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(3) V tg(180 — ajo i — 2, 


EA 
x 


tga- 2, 


«o tg(180°— a) —tga; 


LA Xx 
== 


Yi y 


(4) v ctg(180°— a)= 
ctg a= S, 


^O cig(180° — a) — —etga, 


综合 起 来 有 : 
| sin(180? ~ a) - sina 
cos(180? —&) = — cos æ 
! ig(180* -a)- — tga (3) 


ctg(180?—2a) 2 —ctga 


2.180?-- æ, 360?— a RM o RAI — fit PECTORE 
由 图 9 — 9 和 图 9 一 10 分 别 得 : 


sin(180?4 a) - —sina 


| 
| eos(180? ca) — — cos œ 

tg(180°+æ)=t (4) 
8 =tga 

etg(180?4 a)=ctga. 

— 

sin(360°—8)= 一 sin æ 

cos(360°-- ©) =cos æ 

tg(360°-&)= —tg a (5) 
etg(360?-- a = cts a 


Mx, y) 


MiK, W) 


图 9 一 10 
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Bla 求 下 列 各 角 的 三 角 函 数值 (1) 1357; (2) 2557; (3) 330°, 
解 ; (1) vo 135° 一 180° 一 45°， 
sinlas c sin(100 45^) =sin45°= 72; 
BDRO ， eos185°= c eost? = LV 2; 
1gl35?— —ig45?-- — 15 
cig135° = —etgá^- — 1, 
(2) "^ 255?—180?- 75^, 
31255?  sin(180? — 75?) = — sin75° = —0,0659; 
ps cos255° = — cos 5? = — 0,2588; 
18255? =1875° 3,132; 
ctg255° - ctg75? -- 0,2679, 
(3) "^ 330?—360? —30^?, 


sin330? = sin(360 30°) = — sin30°= —1; 


局 理 608330? = cos30?^ — 一 


153307 ~tg30°= -Y$ 


ctg330° = — ctg30°= -V 3, 
前 面 讲 过 的 五 组 公式 统称 为 诱导 公式 . 这些 公式 ， 昌 然 是 在 “为 锐角 的 情况 下 证 明 
但 当 4 为 任意 角 时 它们 仍然 成 立 ， 
例如 ; sin(180° +132°) = —sinl32°; 
coa(360°— 250°) = cos250°, 
仔细 地 观察 上 述 五 组 诱 如 公式 ， 我 们 就 会 发 现 : 
《1) 等 号 右 端 和 左 端 三 角 函 数 的 名 称 是 相同 的 ; 
《2》 右 端 三 角 函 数 前 的 符号 和 左 端的 角 所 在 象 跟 的 三 角 函 数 符号 相同 ， 可 简单 概括 


为 “符号 看 象限 ”. 


利用 诱导 公式 ， 任 意 角 三 角 函 数 就 可 以 化 为 锐角 三 角 函 数 。 具体 步骤 如 下 : 
第 一 步 : 把 负 角 的 三 角 函 数 化 为 正 角 的 三 角 函 数 ; 
第 二 步 : 把 正 角 的 三 角 诅 数 化 为 小 于 260* 的 角 的 三 角 函 数 ; 
第 三 步 : 把 90" 到 360? 角 的 三 角 函 数 化 为 锐角 的 三 角 函 数 。 
例 4 SEES ru: 
(1). sin( —840?); (2) e05(—916?); (3Y tg( -814?2975 
(4) ctg( — 3152), 
JR: (1) sin( —840?) = —sing40? — — sin(2 x 360? -- 190?) — — sin120? 
= — sin (180° — 60°) — — sin60°= 一 
(2) cos( — 916°) —c05916? —cos( 2 x 360? -- 196?) 2 cos196? 
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— cos(180? -- 16?) — —cosi6?— —0,9613; 

= —18814?29' = —tg( 2 x 360? -- 94729") 

—1894?29' = —tg(180° — 8531) 
-1885^81'—12,75; 

(4) cig( —315?) = — «tg315? = — ctg(360? — 45°) —ctg45? — 1, 


例 5 求 下 列 三 角 函 数值 : 


(3) tg( — 814°29" 


O) sin(—3E) (2) os (8) tet; (4) sut 
= x WV? 
#: (s) -人 


[3 — 
ctg- = 
ce-a va. 


证 明 下 列 公式 ; 
al 


| sin(90? — a )=cos & | 
j cos{90° =a ) = sin & 
: C6) 


|o tg(90?—a )—-ctg e 
| cig(90? —o)—iga | 


证 明 : 如 于 9 一 11 所 示 ， 作 单位 圆 , 设 是 说 角 ， 角 a、90° —e Myr cm A RA 
交点 分 别 为 《xz，?) . Min, yi). 
VO AOM,P,SAOMDP, 
e y, y5, 


因此 sin(90° 2) pr egg coa 
f 
e-a)- Ži 2 Y lai 
eos(90? —a) Ou ou sin a 
tg(90° a) = -fi =E = otga; 
1 
0 
» 


3$ a 为 任意 角 时 ， 上 面 的 公式 仍然 成 立 。 
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人 鲍 7 证 明 下 列 公式 ; 
Sin(90° £a) cosa 
cos(90? +a )= — sinat 


1g(90° +a )= — ctg æ (1) 
etg(90? + a) — —tga 


证 明 : sin(90? +a )= sin(180? — 90? +a ) ^ sin(180? — (90? — a) 
—sin(90?—a)-— cos o5 
cos(90? ca) —cos(180? — 90? + a ) - eos(180? — (90? — a )] 
= —cos(90?— a) = — sin a; 
tg(90? +a ) - te(180? — (90° —a )]= —tg(90° -æ )= — ctg æ; 
etg(90? +42 )= etg(180? — (90° —a)]= — ctg (90° —a )= —tga 
已 名 一 个 角 的 三 角 函 数值 求 角 时 ， 可 以 先 按 它 的 绝对 值 求 出 一 个 锐角 ; 再 根据 三 角 
函数 值 的 符号 ， 确 定 角 所 在 的 象限 ， 从 而 求 出 适合 条 件 的 角 ， 


B8 已 知 : sin yx~ 羡 ， 求 0" 到 360" 间 的 角 x. 
Beo ”办 为 正弦 的 值 是 正 的 ， 所 以 要 求 的 角 在 第 一 象限 或 第 二 象限 。 


由 sins - L, 可知 第 一 个 解 是 


Xi 一 30 

又 由 sin(180* —30*) = sin30°= 1, 所 以 第 二 个 解 是 

X, =180°—30°, 
BE x, =150°, 

$69 曲柄 连 杆 机 构 是 一 种 将 贺 周 运动 化 为 直线 运动 的 机 构 〔 赂 9 —12) ， 当 轮 予 
转动 时 ， 通 过 连 杆 4B 带 运 滑 块 召 作 往返 的 直线 运动 , 设 滑 块 到 轮 心 的 距离 为 S， 则 S 是 
轮子 转角 “的 函数 . 若 已 知 连 树 4B=- 7， 点 4 的 施 转 半径 04=+ ， 试 将 S 表 成 < 的 函 
数 ， 并 求 : 4I =50 厘 米 ，”= 10 厘 米 ，a =152° 时 5 的 值 。 

解 : 由 于 9 可 在 任 一 象限 内 ， 因 此 
要 把 5 表 成 a 的 函数 ,必须 分 中 个 象 
限 考 虑 ,我 们 仅 就 a 在 第 一 、 二 象限 情 
况 下 进行 研究 ， 至 于 & 在 
情况 下 通 数 关系 的 建立 由 学 BR HOS 
成 。 


(1) Re 为 第 一 象限 中 的 角 ， 
如 图 9 一 12《 1)， 显 然 D 
S=0R -OC«CB, 图 9 一 12 
在 AOC4 中 ， 我 们 有 
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OC -yeos a ,CÁ- rsina, 
而 在 A4BC 中 ， 由 勾 股 定理 得 
CB-y TCA =V psina} =V Prsia . 
所 以 S =yeos Gy P pala. 


(2) 设 0 为 第 二 象限 中 的 角 ， 
如 图 9 一 12( 2 ) ， 此 时 有 f AN 
S-0B-CB-0C, IN > 
从 图 中 容易 看 出 : ~、 


OC- -cos a, 


CÁ-r sina, 
在 A4BC 中 ， 
CB-yp -CA* =V P y sina 
所 以 S-y Mp sma -(-resa)oraesa +y} ysin a 
由 此 可 见 ， 当 c 在 第 一 、 二 象限 时 ，5 表 成 4 的 公式 是 同一 个 ,用 类 似 的 方法 可 以 
推 得 ， 当 a 在 第 三 、 四 象限 时 ，S GR o 的 公式 仍然 和 上 面 的 公式 一 样 , 因此 ， 不论 
基 哪 一 个 象限 中 的 前 ，S 和 & 的 函数 关系 可 以 四 统一 的 公式 表示 为 
S —yeos a +V 11 Ly? sinia , 
当 De50]DK. r-10HDK, a- 152°}, JU 
S —10co5132? — /507 — 105 sin? 1520 
7 10( — eos28?) + 1/50? — 10? sin? 28? 
= —10 x 0,8829 +4 2500 — 100 x (0.4695)? 
— — 8,829 +2500 — 100 x 0,2204 


= —8,829--V/ 2478 — —98.829 49,78 
—40.95( BOOK). 
3 题 
1. 求 下 列 各 角 的 三 角 孙 数 的 入: 
(1) 1505 (2) 2405; (3) 3155; 
(4) 690°; 6) 47 《6) I. 


2, 求 下 列 各 三 角 函 数值 : 
(1) sin(—420?), «os(—510?), tg( —800?), etg( —570?); 
(2) sin2370?, cos855?, i1£585?, ctg15907; 
(3) sin. E > eos( — 8E, 1g237 ， ea( - 19e), 


4 3 
3. 查 表 求 下 列 各 三 角 函 数值 ; 
sin267?, sin$000?, eos( — 1151?36/), £05552*32', 
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1g(—183?41), ctg272?4', ctg{ — 1956?24), 


185197, 
4. 求 适合 于 下 列 各 式 的 0? 到 360" 的 角 x: 


(1) eosxc 二 (2) ainx -Y 3, 
(3) tg 52 —1; (4) ex V3, 
SHAFIRA: 


(1) cos60° + sin! 45*c05540* 1 tg?30°— cos?830°sin2T0°— sin30*; 


t£( —150?)-cos( —210°)-cos( —60°) 
o cig( — 249? )sin( — 830?) ; 


(3) Bain cost tg fag 1. 


egi 


(4) 2sin? Exe eur, 


6, 化 简 下 列 各 式 : 


Q) sin(180* —a)cos(180* -Fa)tg(90? —a) , 
cos(360? — a)ctg(3609—a)tg(—a) d 


(2) Simon Dte(2m E a)eos(— a) — 
eu( - ajete —a)sin(—a) 


了, 证 明 tg(nz ro) tga, Kp o HER, o 为 任意 角 ， 


8 在 大 型 零件 上 划 线 销 孔 时 ， 需 定 出 各 孔 的 中 心 坐标 尺寸 ， 试 根据 如 图 所 示 尺 T. 


计算 出 4， 召 ，C 三 孔 的 中 心 坐标 。 


9. 偏 心 驱动 机 构 也 是 一 种 把 圆周 运动 转化 为 直线 运动 的 装置 ， 下 图 是 偏心 驱动 机 构 


的 示意 图 , 宝 动 轮 上 有 一 偏心 销 4 ， 穿 在 滑 梢 PC 的 滑 块 中 , 当 轮 于 绕 0 转动 时 ， 
A Rus S He 


偏心 销 
FE BC 模 上 下 滑动 ， 冲 头 了 就 跟着 上 下 运动 ,因为 冲 头 DD 是 周 定 在 BC 机 


Ei, DAD 的 运动 与 BC 模 即 4 点 的 上 下 运动 完全 一 样 、 设 已 知 偏心 销 与 圆心 的 距离 


(第 8 题 ) 


(第 9 题 ) 


04…15 古 米 ， 起 始 位 置 在 图 中 的 五 点 ， 试 作 下 列 各 小 题 ; 

IDEST y RRRA a WRG 

(2) 求 当 转 角 w 为 38"、150"、.235" .340“ 时 位 移 ?的 值 ， 

第 三 节 ”和 锯 三 角形 的 解法 

在 第 八 章 里 ， 我 们 己 经 讨论 过 直角 三 角形 的 边 第 计算 问题 ， 那 么 斜 三 角形 的 他 第 计 
算 问题 怎样 解决 呢 ? 下 而 介绍 的 正 张 定理 和 余 张 定理 就 是 用 来 解决 这 个 问题 的 工具 ， 

一 、 正 弦 定 理 

实例 “一 个 工件 的 底座 上 需要 钻 三 个 孔 《〈 图 9 一 
13), EA A.B Wi fL rb FRE 200 毫米 , 根据 装配 
的 要 求 ， 第 3 个 孔 C 的 中 心 与 4 孔 、 召 孔 中 心 的 连 线 
AC、BC， 必 须 分别 与 48 连 线 构成 70* 的 角 和 50° 的 第 ， 
即 一 4=70"， 一 B=60". RRE C 的 位 置 ， 

如 果 我 们 能 够 求 出 AC, BECHER, WARRI C 
点 的 往 置 这样， 上 而 的 实例 就 可 简化 为 下 面 的 问题 : 


在 斜 三 角形 4BC 中 ， 已 知 4 吾 =200 毫 米 ， 一 4=70?， 图 9 一 13 
一 B=60"， 求 4C、BC 的 长 . 这 可 由 下 面 介绍 的 正弦 定 
理 来 解决 ， 


正弦 定理 。 任 襄 三 角形 的 各 边 和 它 所 对 角 的 下 就 之 
下 相等 ， 如 在 图 9 一 14 中 ， 有 


| a b o 
| mA eB GC 
证 明 ; 在 入 4BC 中 作 CD | AB, MPERSAADCHRÉERE 
角 ABDC 中 可 以 看 出 ; 
sinde £D, siB- CD, 
b ü 
所 以 CD=bsinA=asinB, 


a b 
从 而 有 SPA URB 


PHE BF-14C， 问 理 可 证 
a _ c 
CsinÁ sinC * 


于 是 有 g b c 
Tes TAR 
例 1 求实 例 中 4C 和 BC 的 长 . 
d. HR. C180? ZA- zB =50°, 


a € 


sind — sinC ’ 


6 lu 200 | qo. 200 . 
- ‘sind = s = x0,9397=245,45 
a= gg sinde pot T0 g geg 0,989 T 245,4 

m b £ 
间 样 ” An sint’ 
; 200 ，， 200 . 

b-.., ssinB- «singo? x 0,866-5:226, 

Snc ES qase O T0766 6=226 


Wb 4,C RILLER, B, C RIL O RERA 245 AR. 

w2 如 图 9 一 15， 已 知 发 动 初 的 曲柄 OC 长 为 85 毫 米 ， 连 杆 C 了 3 长 为 340 毫米 ， 发 
动机 发 动 后 ， 当 活 察 在 4 点 位 置 时 ，OC、C 召 愉 成 一 条 直线 ， 而 有 04- OC CB, eps 
0C 与 04 成 80" 角 时 ， 活 塞 沁 动 的 距离 B4 是 多 少 ? 


图 9 一 15 
解 : 因为 B4 04 一 0B， 所 以 只 要 求 出 08 就 驶 了 ， 
在 ABOC 中 ， 根 据 正 弦 定 理 得 


OC | — CB 
E :in ZBOC ’ 


iB. COCsinBOC _ 85°sin80° 1 ， 
即 sinB UB -=a 7734 singo? 
. i * 0,908481 —0,2462, 
根据 图 9—1l5n 3B 是 锐角 ， 所 以 查 表 得 
ZB ^L, 
9) LU = 180? — 80? —14?15'— 85?45/, 
; OB _ CB 
再 由 正弘 定理 得 -pC -— 1 HOC 
_ 340 x sin85°45’ 
B B. sao" . 
为 计算 的 简便 起 见 ， 对 上 式 两 端 取 对 数 〈 三 角 函 数 的 对 数 可 在 k 数 学 用 表 》 中 查 到 )， 
lg0B—18340 +1gsin85°45’— 1gsin809 
=2.5315 4-1,9988 —1,9934— 2,5369, 
所 以 OB= 344.3, 
TR BA- 0A—OB - 340-85 — 344,3 80,7, 
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B: 当 0C 与 04 成 80" 角 时 ， 活 塞 滑动 的 距离 是 80 TREE. 

从 上 面 的 例题 中 可 以 看 到 ， 在 任 一 给 定 的 三 角形 中 ， 已 知 一 边 和 两 个 角 或 已 知 两 边 
及 其 一 边 所 对 的 角 ， 都 可 用 正弦 定理 求 其 他 的 边 或 角 , 因 此 ， 正 弦 定 理 是 解 斜 三 角形 的 
一 个 有 力 工具 ， 

=, RAEE 

下 面 ， 我 们 给 出 解 斜 三 角形 的 另 一 工具 一 一 余弦 定理 . 

余弦 定理 ”三 角形 任 一 边 的 平方 等 于 其 他 两 边 平方 的 和 。 责 减 去 这 两 边 与 它们 夹 仍 
前 余 藤 习 积 的 两 倍 。 如 在 图 9 一 16 中 ， 有 有 


| £1 =b? +o? — 296 cos A | 
i b? =c? 4 a? eg cosB | 


| c? =g? +b? — 2ab cosC 


证 明 ; 在 A4BC 中 ， 作 4D.LBC， 
在 直角 A4BP 和 直角 人 A4CD 中 , HARE 


理 得 
c! BD? 4 AD^ (a- CD) 4 (2 -CD?) 
—a* —2a-CD 4 CD! +b? - CD* —a? +b? —2a-CD, 
cosC = cp 或 CD- beosC, 
f c =a? Eb? —2abcosC, 
同 理 机 得 


a? = b? +e? — 2bc cosd; 
b? = e? +a? —2ca cos B, 
例 3 ESHER, BAAREN A AN 
Ht ADR CUN PERUS ROGER 4D SIE NOT, 
C (图 9 一 17) 的 距离 分 别 为 4C- ato e, BC 
-e30X, HLZACE- 60*， 并 测 得 4、 互 两 点 到 隘 
道口 的 距离 分 别 为 4D 一 80 米 ，BE~40 米 . RE 


道 DE 的 长 。 S 
JE: 只 要 求 出 4B 的 长 ， 问 题 就 解决 了 ， 
在 A4BC 中 ， 由 余弦 定理 得 图 9 一 17 
AB — V AC? 4 BC? - oAC. BCoos60° 
-Waso: +630? — 2 x 480 x630 « 3- 
= V/230400 396900 — 302400 — 1324900 — 510, 
所 以 DE --510—80—40 — 450, 


E: 膀 道 的 长 约 为 450 米 ， 
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由 余弦 定理 ， 可 推 得 下 面 的 公式 : 


已 知 三 角形 的 三 边 可 用 这 三 个 公式 来 求 三 个 内 角 , 


例 4” 则 图 9 一 18 所 示 , 已 知 4=7, $=3, c=8。 c 
求人 A 人 4BC 的 三 个 角 .、 E gx 
e. Lb teat _ 3't8!—1* 
We (1) o edo T ac 2x3x8 A TF a 
=H n0 5, 图 9 一 18 
一 4= 607; 
e qeBo S34 -b 0697-3! 104 
(3) v ewBo cy 2x8x1 ri; 9:906, 
e Zzh-2?41; 
(3) "^ LA+ ZBrZC 1809, 


So £C 2180? ~ 74 — zB — 180? — 60? — 21°47 =98°13. 
从 上 面 的 两 个 例题 可 以 看 到 ， 人 在任 一 给 定 的 三 角形 中 ， 已 知 两 条 边 及 其 夹 角 求 另 一 
条 边 或 已 知 三 条 边 求 内 第 ， 可 以 用 余 弱 定理 来 解决 


习 x 


1. 在 A4BC 中 : 
(0) 514-35, ZB—50?, ZC-65, R LA, b, 6; 
(2) 已 知 a-10, b=15, C -66?45', RLA, LB, & 
G) 已 知 4~3, b—4, 6=5， 求 三 个 内 角 ; 
(4) EMa=61, b-56, c-9, 求 最 大 的 那个 角 ; 
(5) BA a—87,21, b—65,34, 27A4—15?49', RLB, C, c, 
2. 如 图 ， 为 了 测量 河 宽 CD， 在 河 的 一 岸 洛 CD 方向 取 P4= 36 米 ， 由 4 点 测 得 对 岩 
电线 杆 顶 B ARMAREN, h DWEB AMAA, RAEC (精确 到 0,1 米 ). 
3. 如 图 ， 自 动 印 货 的 载重 汽车 印 货 时 ， 车 箱 的 最 大 仰角 为 60"， 油 泵 顶点 和 支 
点 44 间 的 距离 为 1.95 米 ，43 和 水 平 线 之 闻 的 夹 角 为 6"20'，-4C 长 为 1.4 米 ， 试 计算 油泵 
顶 杆 BC 的 长 。 


195 


GE 288) 《第 3 题 ) 


4. 如 图 ， 蕊 工 师 傅 在 加 工 齿 轮 箱 侧 夯 4、 互 、C 三 孔 时 ， 顺 次 贮 好 丸 、 刀 两 孔 后 ， 把 
BSOTABIBSID, FA D 向 右 移动 工作 人 台 ， 使 铀 杆 对 准 C， 然 后 加 工 C IL. RREPA 示 
尺寸 (单位 是 毫米 ) ， 求 BD 和 DC， 

5. 货 轮 箱 里 有 一 个 三 星 货轮 《如 图 ) BA R = 27 毫米 ,Ra = 34 EK, Ri R 
JR 0,0, =75 毫 米 。 试 计算 中 心 过 线 的 交角 cl 、ca 。 

6.1969 年 ， 苏 修 在 靠近 我 边境 的 某 地 建立 两 处 炮兵 阵地 C, D, RIE Gn E.A 
里 的 两 哨所 分 别 测 得 CAD —32*, ADAB=46°, ABC -80?28', ZCBD -42° { 见 
图 ) . 坛 分 别 求 出 我 方 哨所 4、5 与 苏 艇 两 炮兵 阵地 C、D 的 距离 (HIR AC, BC, 4D, 
BD 的 长 ) 。 


(第 4 题 ) CE SE) Gio) 


7, 如 图 ,要 在 山下 测 出 页 并 架 BC iii TAE ASGN FOR BU fe 257, HRK 
的 促 角 为 嫩 = 22"， 再 后 退 30 米 到 七 点 ， 在 下 点 测 得 并 架 顶 的 佩 角 为 y= 21^, OR 3E 2 
的 高 . 

8, 如 图 ， 要 求 出 石 坝 对 地 面 的 斜 前 “ ， 可 把 一 竹 华 斜 靠 在 石 坝 旁 ， 量 得 竹竿 长 
AB«3.8K, AC-1,23K, CB 2,8Xo oR o fü. 


196 


第 四 节  — fürs Pa e 
为 了 进一步 认识 三 角 函 数 的 变化 规律 ， 在 这 一 节 里， 我 们 作出 三 角 函 数 的 图 象 ， 并 
由 图 象 讨论 它们 的 性 质 , 


一 、 正 弦 画 数 的 图 象 
ERZAR y — sinx EIRE- o0, +00), MERR ERACO ,2z] 上 的 一 些 值 ， 


算出 函数 y 的 对 应 值 ， 列 威 下 下: 


2|3][|6 i 


=i B70 .3 n i 


TERI BUR PIRELIEBG W ycsins AKH CO, 223 ES ELI SR (Hi 9 — 
19). 


图 9 一 19 


因为 sin( 2 Km ts) = sinz FOE £ERDRERRO O x dis. RAD) 2 地 的 整数 

储 时 ,函数 值 就 重复 原来 的 值 ,因此 在 区 间 [ 一 20, 03, 【2w，4 wj… 上 的 图 象 和 在 区 

ECO, 22) CHARRAR HAWKER CO, 27) 上 的 一 段 图 象 ， 就 得 到 
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图 9 一 20 


3= sinx 的 图 象 《图 9 一 20) , 

正 驴 函数 y= sin x HARREZ RR. 

JA 9 — 208 DU Hi, EREM y m in 人 具有 以 下 的 性 质 : 

1.1 3E * 取 任意 数 信 ， 函 数值 始终 在 一 1 到 1 mdp Bp 

一 1=ssinys l, 

也 就 是 说 ， 函 数 y- sin 4 图 象 上 的 点 到 * 轴 的 最 火 距离 为 1 。 

2. 因 为 对 任意 * 值 ， 总 有 sin( 一 *) 一 一 sin%， 所 以 正 束 函数 是 奇 HUNG. RARI 
称 于 坐标 原点 。 

3. 正 总 函数 的 增 减 性 ， 由 于 下 总 函数 ysin x# 在 [一 20,00, C22, 422 e 
上 的 图 象 和 在 区 间 [ 0 , 25) 上 的 图 象 完全 一 样 ， 所 以 只 要 讨论 它 在 区 NCO, 20 上 的 
增 减 性 就 可 以 了 .由 图 9 一 20 看 出 ， 在 区 间 ( 0 E), (SE, 2 a) Foy c sins ONE 
&ER(T. --)  »- sio x EREA. 
4. 因 为 对 任意 * 什 ， 总 有 sin(x+ 2 z)=siaz， 所 以 x 每 增加 zz 时 ， 函 数值 就 
重复 原来 的 信 ， 我 们 称 正弦 西数 y= sin * 是 周期 国 数 ，2 om 叫做 周期 . 

一 般 地 ， 设 y= SO) MRH RMIT (T RS ES BT 站 0)， 有 

f GT = f (0). 

BRER yf《x) 叫 做 周期 通 数 ， 满 足 上 式 成 立 的 最 小 正 数 7 MRY = f) 的 
ms. 

二 、 余 弦 西 数 的 图 数 

用 并 点 法 可 作出 yes * 的 图 象 《图 9 一 21) ， 它 叫做 你 训 曲线 ， 余 六 IB g 的 性 
质 ， 学 员 可 仿照 正 殉 沙 数 的 性 质 白 行 研究 . 

观察 、 比 较 图 9 一 20 和 图 9 一 21， 可 以 发 现 余 弘 曲线 和 正 弦 曲线 的 形状 完全 一 样 ， 


qe sinect E coSx 
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只 是 在 坐标 系 中 的 位 置 不 同 ,实际 上 只 要 把 正弦 曲线 沿 z 轴 疝 左 平移 季 个 单位 ， 就 可 得 出 
余弦 曲线 .因为 sin(x+ 7)- cosx， 所 以 ycos x IUBE y (e RI R 
(图 9 一 22) , 

三 、 正 切 函数 的 图 象 


BAX etio siTe 时 正切 图 数 vu tgx 的 值 不 在 在 , D A R yo iex 
的 定义 城 是 Ka tT (K 为 任何 整数 ) 的 一 切实 数 . 


取 自 变量 4 在 区 间 ( 一 了 ， 3 -L.) 内 的 一 些 值 ， 算 出 函数 y tex 的 对 应 值 ， 列 成 


3 一 绍 革 | e ER T —1 -0.58-0,27| 0 |0.27]0.58| 1 hind s.a. e 
1 1 | ! P. 
-BRR (A 
9—23) 。 
因为 ie (Ka c3) Fes IO ETERO BAEK, T Cz 学 


ELE BARBER NEA 275 ——) 内 的 一 段 图 象 ， 就 可 得 到 y= 绍 * 的 图 象 〔 图 9 
—24), 


图 9 一 23 


正切 函数 的 图 象 叫 做 正切 曲线 . 
PÆ 9 —?24w EUR Hi». Bi y — t6 x RAUTER: 


1. 因 为 对 任 党 * 值 ， 丰 (x+m) = igx, MAEAEA oo 为 周期 的 周期 通 数 . 
2. 因 为 对 任意 * o Aig 一 *) = 一 t8*。 所 以 正切 函数 是 奇 函 数 ， 其 图 象 对 称 于 
坐标 原点 。 


3. 在 区 间 〔- s D. (E, XO gd HER EEO 7, 


DOW. M ARRE- RER BIRER Spa GREE- NS Rok 


负 值 ， 且 绝对 值 无 限 增 大 ， 

关于 余 切 通 数 的 图 象 和 性 质 ， 学 员 可 仿照 正切 函数 的 情况 自行 研究 

* 四 、 函 数 ?=4sin(oxy++g%) 的 图 象 

在 生产 实践 和 科学 实验 中 ， 常 会 遇 到 形 如 ?= Ain (wx+9) 的 函数 . 

LENSES EXT nac AEDEM P E 1 msin 
(ot p), 其 中 Uw 是 电压 的 最 大 值 ， 又 叫 敌 振幅 ; o 是 发 电机 转子 转动 的 角速度 ， 又 电 
做 角 频 率 ; o 是 与 转子 的 起 始 位 置 有 关 的 一 个 角 , 叫 做 初 相 角 、 

为 了 掌握 这 种 通 数 的 奕 化 特征 ， 我 们 来 研究 它们 的 图 象 和 和，%，9 对 图 象 的 影响 ， 

1.y=Asinx ( 4-0) 的 图 象 

例 1 在 同一 华 标 系 中 作出 下 列 通 数 的 几 象 ; 


G) y-sinx; 《2) v=2sing; (3) yo prins. 
解 : (1) 列表 : 


| = [ 
1$ 1. 


! i i 

| UUD YT UT | 

1 ZH 2 1,4 BN 74 -| 1.74 -1 loj 
g MI i 


i 

i 

; 1 E 
YSIN £e 9.50. 97 (t 0.87 90,5, MB E -oar =} -0,87 0. 5j 0 Mes! 
- 一 一 一 | | 
50.440,25 


0. 44i- 0.50. adio. 25 


| | 


Yin e IU 5. en. 44|0, 
i , 


0 e 25 


(2) 措 点 作 图 ， 就 得 到 它们 的 图 象 〈( 图 9 —25). 
由 上 表 及 图 象 可 以 看 出 : y= 2sinx 的 周期 是 2 75， 振幅 是 2; 9 一 二 sin# 的 周 期 
tT, BEI. 


-RE HilEy— Asin x (477 0 ) KAMET, RUE, yo Asin x 的 图 象 ， 当 
Ez Bb Wd yosin ARRE AARMA; 当 4<< 工 时 ， 可 由 sinc 的 
AR y BAZ ESE A TAGE 
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2, y—sina X (w> 0 ) 的 图 象 

例 2 在 同一 坐标 系 中 作出 下 列 函数 的 图 象 : 
(1) y=sin x; (2) y= sin2 5, 

解 : (1) 列表 : 


TX peni 0.5| o '-0.5-0.71 -0.87| -1 -0.87 ho. TL -0. 引 。 0 Ü 


1 | | a 
o La] -i NE 


| | d 


o 


图 9 一 26 
A.V o 一 26 可 以 看 出 ，y 一 sin 24 和 y=sinx 的 振 园 都 是 1， 但 y 一 sin2x 的 周期 是 
uc y= sin x 周期 的 一 半 ， 


一 般 地 说 ，?- sinor (o> 0) 的 周期 是 ,振幅 是 1 7 -sinw* 的 图 象 ， 当 


-1 时， 可 向 旅 二 sin WEARI s WERTERA; Moihi, Di yosin x OUR 
x CERERI. 
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VEETICCET2E SE 
例 3 在 同一 坐标 票 中 作出 下 列 函数 的 图 象 : 


G) y-sin2x; (2) yi (3) go si(su- 2); 


f 0) H: 


Fi e--27 
ABo—2THUUBE. BH in 2x,ycsin(25 E 和 y-sin(2 8 的 
周期 相同 ， 振 幅 也 禄 岗 ， 它 们 的 图 象 只 是 在 坐标 系 中 的 位 置 不 同 、y sim (224 M ) 
一 Sin2 (% TEMERE i ITE PAS 
EN- 4. iE. v=sin ( 2#- g) =s (s =) 的 图 象 是 由 ysin2* HRR 
iS 平移 -于 个 单位 而 得 到 的 《 称 前 者 比 比 后 者 潍 后 - 字 角 )， 
一 般 地 说 二 sin(wx 十 Pp) 和 一 siawx. 它 们 的 周期 和 拨 幅 分 别 和 相同 .* 
HOPES Apo RP. UI v csi ox POE S P-E "SEES 


时 ,可 由 y dno OE RU FERE j i E 个 单位 而 得 到 


综 上 所 人 述 ， 可 得 作 y=-isin(wx+p) 的 图 象 的 步骤 如 下 : 
GO) RR y oim x 的 图 象 ， 作 y= sinov HAR 
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(2) 根据 y- sinos 的 图 象 ， 作 y o sin(w%+p) 的 图 象 ; 
(3) 根据 y~sin(wx 二 9) 的 图 象 ， 作 yAsin(wx+g) 的 图 得 。 


例 4 fe y ciiin 22:4 —5-) MAR. 
R: O) 作 ?= sinx 的 图 象 ; 
(2) 作 y= sinas 的 图 象 [图 9 一 28 (1) 25 
(3) 作 ?= sin(2xt -的 图 象 [图 9 一 28 (2) 25 


(4) 作 ?- 3sin (227 5) MAR Clo 一 28 (3) 的 实 线 部 分 ]， 


yasina y 


/À 


203 


习 7ü 


1 作出 余弦 函数 yo coss BE f. JPDPIEANGRGECSCUROBEE RITE, REPE, 
2, 作 出 余 切 函数 y=ctg x 的 图 象 ， 并 讨论 余 切 函数 的 周期 性 、 奇 偶 性 、 增 Pe. 
3. 利 用 sin x 的 图 象 作 下 列 函 数 的 图 象 : 


Dua. _ LAW 
Q0)» (E sind; (2) yc sin (3) yciis(z s 


(4) yc sin(2- 5); (8) y—cos2 x, 


4. 按 下 列 步 又 作 ya si(a 1 gri dis 
(1) fF y sint 的 图 象 ; 
(2) 根据 y= sint 的 图 象 作 v ein st IIR S 
(3) 根据 了- sin 1 HAR ye ein (0 RAR 
(4) 根据 ?= sin (31+ F) 的 图 象 作 vods T MAR. 


1. 求 下 列 适 合 下 列 条 件 的 角 Y (0*5. x 3607): 
inx= = l 2) coss = - Y. 3, 
《1) sinx = z? (2) x z5 


(3) :x-Y/35 (4) ga 3. 


2 一 种 袜 弹 炮 ， 弹 丸 的 初速 度 是 248 米 / 秘 ， 在 不 考虑 空气 阳 力 的 条 件 下 ， 它 的 射 
Tix OK) 和 射 角 吕 的 函数 关系 是 


x A uz = 621641220, 
Y w T E F " 
设 le- 0--d 0= dS TT， 求 射程 名 为 多 少 ? 
3, 化 简 下 列 各 式 : 
sin(- &)tg( —e) ( H a 
E) . sin(180? —a)tg(180* —a)cos( — a) 
G) -一 一 aata (2) oretod a )cos(360* —o)sin( 1807 F aJ? 


o — (n 为 整数 )， 


204 


4. 任 总 三 角形 的 三 个 内 角 分 别 为 g，B8。?。 试 证 ; 

(1) eosQ-- By) — 15. (2) sing tpB)=siny; 
(3) cos(a+8)= —cosy; — (4) t&(e B) —t&y. 

5.38 Ee 20007K Biz P eL A BMA (如 图 记 示 ) ， 同 时 发 现 入 侵 的 敌 舰 C， 在 西 炮 
全 4 处 测 得 敌 舰 在 东 偏 南 40”， 在 东 驳 台 B 处 测 得 项 舰 在 南 偏 东 35”"， 试 计算 敌 舰 与 两 
炮台 的 距离 . 

6. 海 岛 民兵 一 次 参加 某 部 炮兵 演习 ， 在 观察 记 里 ， 民 兵 和 解放军 战士 一 起 观察 
“敌情 ” . 测 得 结果 如 图 市 示 ， 我 观察 所 C SU H He ib B BU ERE CB - 500 米 ， 观 察 所 C 
IRAR AHER CA- 28007K, WAWR H ft &= 135"; 求 我 炮 阵 地 到 * 敌 "阵地 的 
RBS AB, 


As En 8 
3 " 
[^ 
(GE SR) 《第 56 题 ) 


7. 在 曲 栖 连 杆 的 示意 图 中 ， 当 04 在 OB 位 置 时 在 @ 的 位 置 ， 当 04 旋 转 成 
% 角 时 卫 和 日 之 间 的 距离 为 x*， 已 知 04=0.45 米 ，4P=2,25 米 .在 下 烈 条件 下 求 + 的 
值 ; 
(1) a=30°; (2) a—90*; (3) a—135?; (4) OA L AP, 


8 AETIA ARER RS: 
a) y= 


G) ysin(2- T3; (9) y= sin (re Z), 


35inx; (2) y=sin3 x; 
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SLE RIBUS 


LEE Du WP EITILPRA TI ADI TET. 
第 一 节 RERE 

TERRY y= sinx 中 ， 对 于 角 * 的 每 一 个 确定 的 什 ，> DE SE D CM XU 

En 例如, 对 于 xz- 于， 就 有 ?=sin-c- = 二 《图 10 一 1) . 

在 实际 问题 中 ， 有 时 震慑 研究 相反 的 问题 ; 根据 7 的 确定 值 。 来 求 出 对 应 的 角 +。 


网 14 一 1 


从 图 10 一 1 可 以 在 出 ， 对 于 每 一 个 确定 的 的 值 ，* 有 无 数 个 值 和 它 对 应 ， 例 如 ， 


1 l "m 3n E 
=sinx=— pf, v= DT, Bap e. 
M ZH 6' 6 6 


HAE, TEEI R 
ycsinx 

中 ， 如 朵 记 ? 作 为 自 变 量 、 那么 ， 角 4 就 是 3 的 遂 数 . ABALAR y- sinx 的 
对 应 关系 正好 相反 ， 它 叫做 


X Are 


sin v, 

这 蛙 ，x# 就 是 ?= smx 中 的 * 只 是 现在 成 为 因 变 量 了 .符号 “Are sin” 读 作 “ 阿 克 
BED. EAP A 是 大 写 的 . 

TRAH y sine PREKA v= Are sin?, 它 们 是 从 两 个 不 同 角 度 研 究 变量 * 和 >y 
之 间 的 对 应 关系 ， 是 既 有 联系 又 有 区 别 的 . 

从 图 形 下 看 ，y- sinz 和 Y= Arc sin y 是 同一 个 图 形 (图 10 一 1 ) ， 这 是 共同 的 . 
但 是 对 y= sins KUR ARE SR WEEE. ERM Are sin y 
KH. MAS. 

从 函数 的 定义 域 和 值 域 〈《 即 因 变 量 的 取 值 范围 》 来 看 ， 它 们 的 区 别 是 : 

在 ?=sinX 中 ， 它 的 定义 域 是 - co 一 x 一 + co， 值 域 是 -ys 拉 15 
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在 x=Aresiay 中 ， 它 的 定义 城 是 - 1 y 1, HRE -o0 r oo. 

此 外 ， 古 y= sins 证， 给 定 自 变 量 * 一 个 值 ， 只 有 一 个 了 值 和 它 对 应 ， 因 此 它 是 单 
仿古 数 ; 而 在 x* 一 Are siny 中 ， 给 定 自 变量 一 个 位， 有 无 数 个 * 值 和 它 对 应， 我们 
HUERTA s= Are siny 是 多 值 通 数 ， 如 图 10 一 1。 

从 ?= sinx 的 图 象 ( 图 10 一 2 ) 可 以 看 出 ， 当 从 一 -号 增加 到 T- HS s 从 一 1 增 
加 到 1 PRET- 1 到 1 之 间 的 一 切 值 。 而 且 在- co lse—ÁGEB ED ET yg 


2 
每 -个 确定 值 ，* 都 有 唯一 确定 值 和 它 对 应 ， 例 如 : 》 3. xoti IT 和 它 对 应 。 


由 此 可 知 ， 如 果 限 制 在 一 S sco “范围 内 ，y “sin x 的 反 函 数 就 是 单 值 的 . 


y 
=Oresiny 


函数 y= in x 在 一 MZ 


[E 


IE BLAS IU RC ERU RE ES RP RI N red 
¥=arc sia y, 
注意 ， 这 里 字母 “4” 是 小 写 的 
XEx—aresiny'[a. y ERAR, v 表示 因 变量 ， 而 在 习惯 上 又 常用 * 表 示 了 卜 些 
量 ，? 表示 因 变 量 ， 按 照 习惯 的 写法 用 x 表示 白 变 量 ，y 表示 因 变 晤 ， 反 正弦 函数 的 E 
信 可 以 写成 
y=are sin ¥ 
的 形式 . 它 的 定义 域 是 1 < sd ， 值 域 是 一 -人 ye 
图 象 如 图 10 一 3 所 示 。 ^ 
例 1 在 ?=~sresin adu sedi. sco. #241 


时 的 函数 值 . 


f 1 T e [4 
in ,有 -一 和 
E Pg ac Hoo ym. 
aresin-h 2 A, 
2 6’ 
: [ 1 Ds 
sin( =- a Solo 0.2. 
(c 4， 县 OA 6 HE 
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El T 
in0= 0 . 且 一 -二 一 0 一 一 
sin0= 0 . 且 2 2 


arcsin0 05 


IEEE S resin t=- 
Y sin( - — )e ^ EP sin( -1)- 7 
例 2 求 下 列 各 式 的 值 ; 
a) are si K$; (2) are sin, 
(3) arc sin(— 0,2672). 
^ " Ga 
E (v ai a ieie 
nore sia 2 Es 
2 4 


(2) TEE ~io 23°85" 20.4 c T. H.23?a5' c Bo fen 


S. are sin-2.— 23?355 
5 


(3) WX sin 15?30' - 0,2612. 


JS cdÓn(-15?30')- ~ sin15°30 = — 0,2672, H.— 15?30 E fa fb 
c. are sin( - 0,2672)- — 15°30, 


LIAR TREM? 4AE ARR E 
2. 求 下 列 各 式 的 值 ; 


Q) are sin( - va y (2) are si; 

(3) arc sin 0, 78415 (4) aro sin( — 0,7841). 
3. 求 下 列 各 式 的 值 ; 

(0) sin(are sin); (2) aro sin(sin- 5 


(3) arc sin(sin-E2-), 
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BTH — BOR ERUBCRT DC IE R 


在 实际 问题 中 ， 也 常 消 过 到 余弦 函数 和 正切 函数 的 反 函 数 . IE REDE nost 
OREL AE SE RUNS M “= Arcos y, 正切 计数 y=tg% 的 反 函 数 叫 做 反正 切 区 
数 ， 记 作 v= Are tgy, 

这 里 .我 们 着 重 讨论 反 余 纺 函数 和 反正 切 函 数 的 主 值 、 

一 、 反 余 嘴 函数 的 主 值 

RITE SR BER y= corto m x sa 范围 内 的 及 函数 (图 10 一 4 ) mit cA gc 
Bde. qfi 


X ocarecosy, 
如 果 用 x ERARE My GCAS ERE, GB 2 E e BC e CRT DL f 
yare cos% 


HER. 它 的 定义 域 是 一 ] < c:::0, PR s ysm, PEÉURIEI0— 5 Brat. 


网 l0 一 4 Eis 
BIS 求 下 列 各 式 的 值 : 
i o cos ioi 2) 1, 
(2) sre cessi (2) are cos( — ,-) 
(3) are cos( - 0,9595), 


ES o 0)vV co 2 


(3) XR cos 14^11'—0,9695, 


cos(180°—14°11)= —cos14?1l = —0,9695, 
H. 180*—14?11'-.165?49' 是 锐角 . 
are cos( — 0,9695) — 165249, 


82 ge are eos -号 )] 的 值 。 
解 : ABE cos53?8'—0,6 DE 


sto eos(180? — 53?8/) — — cos 5328 = 一 zm 
R — 180?-53?8 -126752' E bb ffo 


TS are cos( = i. 12652, 


sinf are eos( — 2. ) sin126752'2 sin(90? + 36*52") 


- cos 36?52'— 0,8 E 
二 、 反 正切 函数 的 主人 
我 们 把 正切 函数 y='8 4 在 一 也 -一 * 一 -范围 内 的 反 函 数 《 图 10 一 6)， 叫 做 
反正 切 函 数 的 主 售 ， 记 作 


* —aretg y, 
MEA x EE ZERO y RRAZE, LACE VE EDBCIG EATUS E 
y-—aretg x 


LÀ 


WER. CUEGUEJLI ecce, 值 城 尾 -- 一 ?一 ， 图 象 如 图 10 一 1 
BUR. 


BR 76 UR: 
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当 x—> 十 oo 时 ， 

当 % 一 > 一 oo 时 ， 

例 ] 求 下 列 各 式 的 值 : 
Q2 arctg; 


(3) arc tg (10,51), 


解 : (1) … uei, RB 


actg X =j 


LÀ 
aroga 9 - A, 


(2) arc tg(— 1); 


arcigl = 7 3 
. [À mo Ed 
Gv (1 
a 
t 一 1 一 一 一 了 
aeg (n1) e - 3 


(3) ÆRE tg 84734/— 10,51 
tg (— 84°34") = -- tg 
H-89434 是 负 锐 角 ， 


arc1g( 一 10.51)… —84?34/, 
例 2 Gmp10—8, ARREA eio 


1. 求 下 列 各 式 的 信 : 


a) arccos 3 


(3) arctgy 3; 


(5) arc tg ( 2,7425; 
2. 求 下 列 各 式 的 信 : 
A) sinLarc te( -TS 


84°34 一 一 10.51 E 


(6) arc tg2-F arc tg(£ — 3). 


(2) eos[are sin} + are tg( —1)). 
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3. 如 图 ， 在 A4BC 中 ， 已 知 三 边 的 长 分 别 为 <、 和 cc， 试用 反 三 角 函 数 表 示 内 
AC. 

4. WE, BUDE A ECRGORIUBAE DU PER o. 

5, 一 斜 键 的 形状 与 尺 十 如 图 所 示 ， 试 用 反 三 角 函 数 表示 角 a 。 


8, 


(第 3 题 ) 《第 4 题 ) 


《第 5 题 ) 
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第 十 一 章 ”三角 恒等式 
本 章 介绍 三 角 恒等式 ， 在 高 等 数学 ， 电 工 、 力 学 、 机 械 设 计 和 制造 中 都 要 用 到 它 。 


第 一 布 ”基本 恒等式 


在 第 八 意 里 ， 我 们 讲 过 的 同一 锐角 的 三 角 函数 的 基本 关系 式 ， 对 于 任意 角 来 说 仍然 
成 立 ， 这 里 我 们 就 不 证 明了 。 这 些 公式 叫做 三 角 函 数 尊 的 基本 恒等式 . 
基本 恒等式 


一 、 倒 数 关系 
" 1 
" 
| ctg a 
&eca— l 
ces 
esca . L 
ifa 
E a 
二 、 商 数 关系 
| gao toe 
EL 
l aga WE 
Bi sin 
三 、 平 方 关系 


sin?*a--ceos?a — 1 | 
| 1+tgřæ=secta | 


| 
| petg^a- esca 


利用 基本 人 恒等式， 可 以 根据 一 个 三 角 函 数值 ， 求 其 它 三 角 函 数 俏 。 
例 1 已 知 cos em sina, tga, ctga fd. 
W: hoses- oom. o dS HUBS RI A 
(1) 当 a 是 第 二 象限 的 角 时 ， 有 
sae-yicesa-4i-(-2) -三 


13 
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agan ls 2 


iga 5 
(2) M a REESE A s A 


利用 基本 司 等 式 ， 还 可 以 化 简 一 些 
例 2 d —ELUET 


sint œ —cos*a 


RBR. 


sina sing costa 
外 tgC 一 ctgc ——— cosa u sia gcos a 
aos (eman cos mi vo)  — sin'à— costa 


c 1 - I mu 
cos @ sino 


- = SecA esee, 


sin GeosG 
习 题 


1 .已 知 sina=0.8， H mae. Rcosa, tga, oga 的 秆 。 
2. 化 篇 下 列 三 角 函 数 式 ， 


sinta o a 1 1 
1) 285.2 Lanta eos? a5 DELE ; 
0) cos*a (2) 1 二 185C costa? 


sin? o 


(a) sin*a-Fcos*ci 2 sin? ocos? a; (4) ogag 


l- sin? a 


cos & 2sin C cos &— cos & 


(5) 


z 
= 


J+ sin æ= sin? à cos Hsin? æ — sina —cos?a * 


现在 我 们 来 研究 两 个 单 角 的 三 角 函 数 与 这 两 个 角 和 与 差 色 
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fü RARI INO. È 


们 的 关系 是 ; 


sin( a+ B ) » sin æ cos 8+ cos æ sin 8 
sin( a— fl )=sin a cos B — cos a sia 8 
cos{ a+ B )= cos a cos 8 — sin a sin (d 


cos( a~ [d ) — cos æ cos B+ sin a sin B 


a tg ad tg 
tg (8B) - dota 
(sg(a- gy SIB 
1 s(a- E) lttgaig G 


证 明 : 
(D) 先 证 两 角 和 的 正弦 和 余 艾 公式 ， 
如 图 11 一 | 所 东 的 单位 置 中 ， 作 X40B- à, /BOC- 8, 
Y» Z40C-a+8, 
m CAECDLOA, CE10B, 3t H igi E JE EF 1 OA, 
EGLIDC, 那么 
sin(a +8) --DC- DG-GC- FEM GC, 
从 图 11 一 1 中 可 以 看 出 : 40B= ZDCE =a, 
WR. EEM AEEOFRECGHm, ff 图 11 一 1 
FE-OE-siua, GC—EC«cosa, 
而 在 直角 三 角形 COE 中 ，OC- 1 ， 所 以 有 


EC- sin B, OE ccs B, 
于 是 sin( a B) - FE GC « OE sina - EC«cosa 
005 Bsina- sin B«cosa, 
E sin( a+ B) = sin æ cos B+ cos a sin B, 
用 沁 样 的 方法 可 以 得 到 : 


cos(a-- B) -OD - OF -DF - OF - GE 
— OE cos a~ EC sin a= cosa cos Bi —sin a sin B, 


上 面 是 在 a、B 以 及 m+ 8 为 锐角 的 情况 下 ， 对 公式 作 了 证 明 ， 实 际 芋 当 a、p 为 任 


意 角 时 公式 者 成立 。 
(2) 两 角 凑 的 正弦 和 和 余弦 公式 。 
a-8=a+(- B) 


sin(a— B) -sin C a (— 8)]— sina cos ( - B) cosa sin (- B), 
m sin æ cos B cos a sin B; 
HA cos(a— 8) cos a cos 8+ sina sin B, 
(3) 两 角 和 与 法 的 正 甸 公式 . 
sin(a FB) _ sinacos Qd cos going 


„go » 
tene 3) cos(a tB)  cosacos —sina sin 
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sina cos B 


a sing 
vesc con B. ateb , 
e osing — i—tgatg 8! 
eos a cos B 


RAME tg (< 一 R) RISE. 


例 1 RER, R sms pt. 
f: sin15"- sin{45°--30°) -— sing5°cos30° — cos45? -singQ? 
VZ, Va vV, L ET 
2 2 2 2 4 . 
$12 化 简 sin(30* « e) sin(36?—a), 
8: sia(30? +a)- sin(30?- a) 
= singo cosa + cos30' sina -- (51n30? cosa — cos30? sina) 


xv 


gis 


KEZ, RAREN EARE. 


EEEN 
R, ~ OAsing, R,- OAsin B, 


Odsin8 sinB 


sina * 


aip =p, e B=9p- a. 
因此 ， 和 传动 比 为 
SA, | sin(p-a) 
ER ira 77 
册 这 个 公式 直接 求 e PRAE. 利用 两 角 差 的 正弦 公式 ， 得 


Bug oim. eos p SIRO singctg a- cos g 
sing M 


Éli—2 


i teop 

sing 

由 这 个 公式 求 出 角 x， 油 由 =p 一 a 求 出 角 B、 

例如 已 知 多 -75"，  R-100mm, R,- 300mm, FE, 


ctga- 


300 > 
100 ! 7579" — 3 40.2588 3.2588 

1B - = 73,814, 
Mi Sin 155 6.9659 0.9689 - 937 
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16531 
B =75° -16?81'^858?29', 
例 + 在 电工 中 常用 下 面 的 公式 ; 
asin cof d 0cos cot Asin (cof t p). 
d a.b RUA WR AR e KA. 
R: 将 4sin(oft+9) 展 开 ， 再 与 等 式 左 端 比较 ， 即 可 求 出 4 及 9。 


将 公式 右 端 展开 得 
Mainfatgy)=4deo。 psinwt+Asin peoswt, 
于 是 有 asincf-Fbcos wb- d cos p sincoft-t Asin g cosot, 


BR LARI 


Acos p= a 
{saps 
多 (1) 《2) 式 两 端 分 只 后 相 加 ， 再 求 算术 根 得 


AS Ye 
(2) 式 除 以 O) Xf 


其 中 8 可 根据 4、2 pR Ei ARRE. 
根据 这 个 公式 ， 可 将 正 辫 、 余 弦 之 和 用 正弦 来 表示 ， 例 如 : 
sin wi eos wt- vg siat T). 


例 5 在 周 11 一 3 所 未 前 电路 中 ， 已 知 电流 


i =20 sinfcto05)， 


i =10sin(wt -30*), REEN. 


H: 
i=, +ia = 20»in(wi+60°)}+10sin (c£ — 30°) 
= 20( sin wfeos60° + co» w dsin60?) 


Igii—3 


t 10( sin ctcos30* — eos w tsin80?) 


pues VS cio) sie "m Gra 20-130) cost 


—18,6sin o £4 12,8co- wt. 


UB 6] 4 BEAUX. SEXE ERRER. RE a 18,6, b 12.8, 
所 以 vas se MEER 


j -22.8. 
12.8 
tap- 128 2 
由 epo n 0.96 
得 P232 3? 
于 是 


OG) 
(2) 


217 


习 fü 


1. 利 用 特殊 角 的 话 数 信 计 算 : 
(1) sin1055; (2) cos75?; (3) tg105°; (4) ctg75°, 
2. 化 简 下 列 各 式 : 


(1) sin12°cos18° +cos12°sin]8°; (2) sin21?cos89?- cos217sin89?; 
(3) cos(36° -- x)cos(54? — x) — sin(36? + x)sin( 54? — x), 
3. 把 下 列 各 式 化 为 in(ot+ 9) 的 形式 : 


0) VS cos (-desimg (2) Y? leos 2isinz£); 


(3) 8cosot -F Asingl; (4) cosoit 4- 2sing, 


4. 如 图 11 一 3 BUR eder AUH i sin (ad 50), i= sin (af 1607). 


5 已 知 sing=- Do.ciB|B--h Ea, B 都 是 锐角 , 计算 sin (8-6)、 
cos (atB) fll cos (a— 8), 
6. 已 知 sin 4e LL, ig Bs D, BA, 日 是 锐角 ， 求 cos(4+ BN. 
TRE: 
(1) cos(æ+ B)cos8 + sin(a-- S)sinB cos à ; 
(2) sin(a+ B)sin( 4— 8) = sina cos! B — cos?m sin? B— sin? a— sin! ; 


(2) tg(0—9) rtg 9 


-tg 
icu -yyse CH 


8, tep 


PTS 求证 : 


Risinot t oLIsin(ai— 5) = Iv RTF XP sin(et p), 


三 由 ”信和 角 公 式 和 半角 公式 
锐角 公式 是 用 自 变量 & 的 三 角 画 数 ,表示 20 的 三 角 函 数 的 公式 。 半 角 公 式 是 用 自 
变量 “的 三 角 函 数 ， 表 示 -3 的 三 角 函 数 的 公式 。 
一 、 信 和 角 公 式 
TeESIN A SE RS A o zc Rh 
sin(a4 B) sinc cosg +cos &sinf, 
cos(a-- B) 7 cos a cos — sin asing, 
d 0=B， 就 得 到 下 面 的 倍 角 公式 ; 
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| singa = 2sinacosa 


cos2d-cos*a—sin?a | 
| 
| 


一 2cos2a 一 1 


例 1 Da, HR- eca, 求 sin aa， cos za i, 


2 
Ga 
58: VOL, eost, 
2 
4 0054 —— V 1- sina —— . 


SS cin20 -2sinacosa 22... 


cos 20 —cos? & — sin? a -( 
BI2 REA ”=4sinx coss HAW, 并且 作 这 个 函数 在 区 问 (-w, m) 上 的 图 


R: … oyoasinxcos x—2sin 22, 
S00 y=4 sinx cos X HARET, 

ABRE SERERE ks Fag (Eli 4) . 

二 、 半 角 公 式 y 

-， 得 


由 cosas i= 25m? 


a 
2 


y=asinxcosx 


so in-S a 
2 


由 cosa = 2005 T. 一 1,158 
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其 中 根 号 前 的 符 导 ， 由 -所 在 的 象限 确定 .如 果 已 知 cosa 的 值 ， 而 4 不 加 限 el. 


a y I 
cos L =H L 
2 + 


ET 


则 根 号 前 应 保持 正 负 两 个 符号 。 
y a sind i—eosa 
RE tg. Sine. es 
Sis 求证 4 2 l t cose sina 
sin sin-2. . 2e0s 
a EN El sina 
证 明 : t+g 一 一 一 一 一 -一 : 一 一 , 
3 co co IF oosa 
sin sin- .2sin 
tg% 32 3 BENE 
2 cos% cos P osin sina 
2 2 


例 4 ”灯泡 的 瞬时 功率 乡 等 于 电压 和 电流 的 积 ， 已 知 电压 为 《 =U sinat, 电流 


为 二 = Tsinot， 求 证 : 
-—U (1—cos20), 


证 明 : Bei Usinot - Isinot «UIsintol, 


1—cos2a 
og 


NO sina 一 


1—c0s2of 


in? 
sin'g£- 170050, 


2 


zo p =UIsintot -— UIQ —-cos2ot), 


LEER, JUPE AGE: 


(1) 2sin15 cos15?; 
(3) 1—2 sin?15*; 
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E 


m 


(2) cos*22?30'— sin*22?30'; 


(4) eost n 


3 


一 in? o. 1 9 n 579 
(5) 1—2 sin?*7505; (6) sin Ute 


2. 已 知 sine —0,8, JH o 是 锐角 ， 求 sin2 4 与 cos 2a ffi, 


RIP 
4, 化 简 下 列 各 式 : 
(sing +eos a)? , 
o) THFsia2G , 
cos d 8in— —cOos- - 1 osa 
(Or TEC, 一 £1 (9 ies 
sint 8. euet. 区 "LEES Loos 
2 E 2 2 
5.8 450-5405, JR H sina 96, den. 


6. E.A sind- 0.28， 并 且 90" 一 0 < 180°, Rein, cos. 
7. 求 证 ; 


Q) 2sin( z —a)sin(m-a)esinzas (2) cos2a =costæ — sin* a 5 


in- aat i a y ETE 
3 $in---—cos—— | —1-—5sin«c$ 4) tg 一 一 二 9 
(3) ( 3 2) mes (yx Y Ales 


第 四 节 ”和 差 化 积 公式 和 积 化 和 差 公式 


由 两 角 和 与 差 的 正 、 余 弘 公式 可 得 如 下 两 组 公式 : 
一 、 和 闫 化 积 公式 


i 
| eina + sing =2 sin. TB cos AE | 


| 2 
| sina —sin 8 casa TÉ aia ER | 
cos a cos B —2c0s T TB cos 2: | 
| 


cos a — eos = 一 23in iE sin-Z7 P 
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二 、 积 化 和 整 公 式 


| sinacos B =- Cina) +sin(a+8)) 


i 


cos æ cos B E (cos( a— B) * cos(a-- B)J | 


- [eos a— B) cos(a- B)) | 


1 


sing sing =- 


例 1 


解 : sin75。 sinlse e (eos (185 — 18?) - cos (78* +15°)) 


fcos60? —cos90?] =- i 


例 2 ZAREE RIPSA REE (A1 
5) ， 其 中 Usao，5ao 是 相 电 压 《 每 相 绕组 的 电压 )》 ， Uan 
是 线 电 压 《 二 根 火 线 间 的 电压 》 .已 知 相 电 压 


Uso- Unsin ot, Ugo -U,, sin(at- a), 


RRBE Uain: Uso Uso. * 
M: Uas Uso Uno 


-Unsin ot- Uusin fot- i z) 


=U, sinat - vin( 
t l 


=2U „sin F cosut <) 


-y sU, eos - ot) 


=V aU, sinf wt 1 2), 
è 


上 式 说 明了 线 电 压 是 相 电 里 的 3 倍 ， 当 相 电 压 为 220 伏 时 ， 线 电压 便 为 1 à x220 
=380 伏 ， 
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习 题 


1. 不 查 表 ， 求 下 列 各 式 的 值 : 


(1)》 sin75? t sin18?j (2) cos15?-F cos15?; 
(8) cos15?cos15?; (4) sin45?sinls?, 
2 .利用 和 差 化 积 公式 将 下 列 各 式 化 为 积 的 形式 : 
(1) singa 一 sinay (2) cos( + a) Ecos( as 
(3) sin 10? + sin50?; (4) sinaif + cosc 
3, 利 用 积 化 和 差 公式 将 下 列 务 式 化 为 和 其 的 形式 : 
(1) 2sin 2a cos a5 (2) sin wt cosa; 
(3) sina xeos 3 x; (4) 2sin( a B)sin(a— 8), 


4. 试 证 : cos æ +cos(120°+ a) cos(240? a) 0, 


5. 试 证 ; sinat sin(of 120?)  sin(oi--240?) - 0, 
复习 m 


LÈM sine c  ， 且 90" 一 一 180"， 求 < 的 其 他 三 角 函数 估 


3. 简 化 十 列 各 式 : 
(1) acos eos a B) 


sin a sin B —eos( a— B) 


cos2a . 
(2) sina Feosa ^ 
(3) ] 十 cos 


a 
eos 一 


4,38 8 sin(o 607) —6 cos(of 4-60?) 4E A sifot - p)iJESR. 
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第 十 二 章 矢量 和 复数 


“理论 的 基础 是 实践 ， 又 转 过 来 为 实践 服务 。" 矢 量 和 复数 同 数学 中 其 他 内 容 一 样 ， 
是 由 于 生产 实践 的 需要 而 产生 和 发 展 起 来 的 ， 转 过 来 又 为 止 产 实 践 和 科学 实验 服务 . RP 
如 在 力 尝 、 电 工学 中 。 经 常用 到 矢 基 和 复数 这 - 类 数学 工具 。 


一 、 撩 量 

我 们 过 到 各 种 各 入 的 量 one RESTI) OR 一 闫 是 仅 由 它们 数值 的 大 小 就 可 以 
确定 的 庆 ， 如 温度 、 时 间 、 质 址 等， 这 一 类 叫做 数量 ;而 另 一 类 量 不 仅 要 由 它们 数值 的 
类 小 而 且 要 由 它们 的 方向 米 确定 ， 妇 力 、 乏 度 、 电 扬 强 度 等 ， 这 一 类 量 叫做 矢量 “有 上 比 
较 才 能 鉴别 。” 数 量 可 以 用 一 个 数 米 发 未， 但 矢量 仅 用 一 个 数 表 示 足 不 够 的 。 还 密 指 出 
它 的 方向 ,“ 有 有 方向 * 基 饼 量 区 其 于 数 重 的 标点 .例如 竖 直 疝 下 的 50 公 斤 的 力 是 个 矢 旺 ，50 
公斤 就 是 它 凶 大 小 ， 而 至 直 向 下 表示 它 的 方向， 

常用 一 条 村 有 方向 的 线 区 来 类 未 矢量 ， 线 自 的 长 讼 表示 失语 的 大 小 ， 科 头 所 指 的 

方向 表示 笑 吕 的 方向 [ 赂 12 一 】 人 1) JL EACUS A, EUR D, ENRE id 
为 可 请 吉 如， 这 就 是 矢量 的 几何 表示 法 ， 这 种 表示 法 的 优点 比较 直观 ， 

KEN KARERE. KETË ou) erts AÈ] o [a 

DE ARRA RREME RAIA VR 可 自由 地 作 平行 移动 ,如 图 12--112) 
涉 的 本 防 训 是 由 褒 平 行 移动 得 来 的 ， 它 们 代表 同一 矢量 . 

如 果 两 欠 量 和 各 的 模 相 等 , 且 方 向 相 同 ,我 们 就 称 这 栅 个 矢量 相等 ， 记 为 ~ E. 
如 图 12 一 1(3) 扬 示 . 

若 模 相等 人 方向 相反 的 两 个 矢量 ， 我 们 就 称 它们 芯 为 反 包 基 ， 我 们 把 一 个 矢量 的 
反 矢量 记 做 一 [图 12 一 1 《4) D. Sut EA- EB, 

模 等 守 零 的 矢量 叫做 零 饼 量 ， 并 记 为 了 ， 淮 欠 量 的 方向 可 以 看 作 是 任意 的 。 


这 


w 


a e (3) a 


E2—1 
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二 、 矢 最 的 运算 

因为 矢量 除了 大 小 以 外 ， 还 有 方 汶 ， 所 以 不 能 把 数量 的 运算 法 则 黑 搬 到 矢量 中 来 ， 
下 面 就 研究 矢量 的 运算 。 

1. 矢 量 的 加 法 a 

由 物理 学 知 ， 作 用 于 同一 点 的 两 个 力 天 ME RAH F KINAN E REDI 
这 两 个 力 为 边 的 平行 四 边 形 对 角 线 矢量 TY 《图 12 一 2 2). d 的 加 法 也 按 这 个 方法 规定 : 

mkRosium RhngonxmUdes 0 以 OP de 
平行 四 边 形 的 对 角 线 矢量 0C (图 12 一 3 ) . 记 

oc- UA- 0È, 


或 C=4 ^. 
这 方法 称 为 平行 四 边 形 法 . 


由 图 12 一 3 可 以 看 出 ， UH SC nd A3. picnic RAAE RFE 
BERM: NEU c, gura MAR LOST Ig i. AB-D, JE, AOAB 
的 第 三 BO E RERN a 已 的 和 《| 《图 12 一 4) » Ep 

TR- d IB 了 $. 
MAI EUROS o pi gam 
ZASDENGGEBÜES WI HERR BAUER P c, quo d OR. 
具 要 将 前 一 矢量 的 终点 作为 后 一 矢量 的 起 点 ， 依 次 相 接 ， 则 以 第 -个 关 量 立 的 起 点 上 和 
ME AB WARC RR TEC 就 是 所 来 的 和 (图 12 一 5 ) ， 印 
prd AB. BO-4P4v, 


2 È 
日 a 
doi " 
x ^ - 
z $ 
w 
0 F A A 
o E 
图 12 一 4 图 12 一 5 
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这 个 方法 称 为 多 边 形 法 . 

由 上 述 的 规定 可 知 ， 撩 量 的 和 仍然 是 一 个 矢量 ， 它 的 模 和 方向 可 由 已 知 矢量 的 模 和 
方向 计算 出 来 ， 

BV 作用 在 0 点 的 两 个 力 P: MI IF. 
一 5 公斤 ，|fs1 一 公斤， 它们 的 天 多 是 60° 
(2—6) RE 和 六 ,的 合力 

解 了 一 人 人 


B 


在 A04C 中 , 04= jP, 5, AC- JF] 
~ 3, £ A=180°—60°=120°, dp Emi. ° ^ 
[FI vu 3* 3 x 5 xX 3cos 120° 网 12 一 6 
= yis i9 80x CD =V 49 = 7( 公 斤 )， 
再 出 正 蚁 定理 得 


sine - ZI in 299 = 3 x V 3. 
oe 7 


次 表 得 æ snar, 
E: 合力 三 的 大 小 是 7 公斤 ， 它 程 万 ,的 夹 角 是 21°47。 


例 2 、 某 吊装 设备 如 图 12- 7? (1). REHP MARDA 800 AF RER R ABN 
RNA P felit BC Anf Pk. 


图 12 一 了 


依 题 意 ， E A OPO PER- TD. BERERE 


ra P ; 800 

A= | 5?-- 

UP] AED sin35 $.5 X0.5726-918 (AJ) ;: 
E DE E 800 ， 
F,i-— . e$. 90 = Am 
IE,| ATEN sini15 0.5 x0,9063251450 (AT) 。 
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E: 重力 沿 钢 索 方向 的 分 力 大 小 是 918 公 斤 ， 沿 支撑 方向 的 分 力 大 小 是 1450 公 乒 。 

在 力学 申 ， 如 例 1 那样 已 知 两 个 分 力 ， 求 它 的 合力 问题 双 做 加 前 含 成 ; 如 例 2 那样 
把 一 个 力 分 解 成 两 个 兢 定 方向 的 分 力 的 问题 叫做 力 的 分 解 . 

2. 矢 量 的 减法 

象 数量 的 减法 是 加 法 的 逆 运 算 一 样 ， 矢 量 的 减法 也 是 加 法 的 逆 运 算 , 因 此 ,我 们 可 以 

由 两 个 矢量 的 和 来 定义 两 个 矢量 的 其。 

dug cio a, Wok. Seda S URS abc ub. 


CAT, P. BR c a Her m2- 80) RRAIN A E 法， 
把 、 卫 的 起 点 放 在 一起. DO HORE RO RUNG. DU MIAESOS HUNE ME, 


Ci) 


图 12 一 8 


zs ARBIA KERET WEAN na o CORR y 
Mat D)e 
TÜ uic. 
DTE TEILS KEEN 
由 物理 学 知 ， 两 个 大 小 相等 方向 相同 的 力 P. M F, 作用 在 物体 的 同一 点 上 ， 其 效 
ROsypIiP, GRIP WERE b. 27F. 就 是 一 个 数量 与 一 个 炙 量 的 条 R. 
-i Ek SRE RRL 仍 是 一 个 矢量 ， 它 的 模 为: 
1 l. 
WARE. X kom 0j. ades 当天 -<0 Bi. 5 aM, 
BI- SHE HEN -a, oie NURREEURSL M 
(-1)4 —4à, N 04-0. 
模 等 于 1 MUR KUUEURLIU EE. UB av dos S 6 FEAT rods Rb ERE 与 
AOREDEB. qm 


a= d | ys 
ES 
- — a 
政 有 yo A. 
lal 


三 、 平 面 矢 重 的 坐标 表示 法 
上 上 述 矢量 的 运算 品 然 比 较 直观 ,但 要 计算 它 的 模 和 和 确定 它 的 方向 却 是 比较 麻烦 的 .为 
了 简化 这 些 计 算 ， 我 们 引进 矢量 的 华 标 表示 法 。 
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这 思 只 讨论 在 一 个 平面 内 的 笑 量 叫做 平面 矢 景 ， 

大 家 知道 ， 平 画 上 的 一 个 力 可 以 分 解 为 两 个 相互 医 直 的 力 ， 同 样 ， 平 画 上 的 一 个 矢 
基 也 可 以 分 解 成 两 个 互相 委 吉 的 矢量 . 

如 图 12 一 9 ， 在 平面 上 建立 直角 坐 慰 系 ， 设 * 轴 正 
方向 上 的 单位 矢量 为 + ，》 轴 正方 向 上 的 单位 矢量 为 7， 
a k PH LERE, MEKE a Yik, WEEER 
HEBREA E REAMER yb TEF 


一 人 -> — 
OM-OP,-0P,, 


— -> 一 人 > - 

OPQ-xi; OP.—vj 
Y — 2 

OM-st4 ym 


E] Tosh yj. 


Exin. MERER Aur. ydrfiuOeR edes f. yan DOSE 
g. 


MI Biop, WaHa gp TE = 4. EA r 轴 正 向 的 夹 朋 为 -于 NIN 
矢量 # 的 坐标 家 示 式 .， 


. a4—-2/ 3? 27. 

矢量 的 从 标 表 示 式 表明 ， 平 面 上 任意 一 矢量 可 以 确定 从 标 平面 上 一 个 点 2 C 
y ) ， 反 之 坐标 平 而 上 生意 一 点 M Qn 5) ， 把 原点 和 它 连 成 线段 以 后 ， 就 确定 一 个 以 
BEDRA MOs y) 为 终点 的 矢 十。 这 样 ， 平 面 上 的 矢量 和 华 标 平面 上 的 点 建立 
了 一 一 对 应 关系 ， 即 

RRaESM Quy). 

Bin. RRTV ao TMAM (OVE, 2) 相对 应 。 

Paat- ?1 ， 共 图 12 一 10 可 知 ，4& 的 模 为 
N LE Icy 
497r, MGE TUB S MEMAR p» TRA P 
arr AR 


tep- i, -TAPT 


注意 : REREH x OM (x. y) 所 在 的 象限 来 确定 p 的 值 ， 
在 图 12 一 10 中 ， 图 12 一 10 


- M 
s-|a|esp, — y-ld sing, 
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— 一 一 - 
^ a-|a|cos pz -- | a lsing js 

— = ~ PT 

即 有 4 — |a|(cos p 5 + sing 5). 


ERMEE Hoc fedem. JU o mM Sto Inl 
例 2 Ro--isvaj. RaNRIs RIO. 
ES leje O33 -Ydi3-2, 


iiTiue-i o5 -V3， RR EUR M Cn. V3) 在 第 二 象限 内 ,所 以 
Pp =- 120°, 

有 了 矢 全 的 从 标 表示 式 后 ， 就 可 以 将 矢量 的 运算 ， 转 化 为 数量 的 运算 . 

How-ujd ow T- ^ ev 则 有 


atberat x) Eyi + yid 


=Kx,i+Ky;j. 


~ ~ ~ 


83 如 图 12 一 11， 已 知 #=2 字 3 了， 六 = 3 h 
-ur 了， 并 计算 的 模 和 幅 角 . 
ES 6-61b—(243): (34 1)7. 


=m- 2j, 


VE Vio 5,385, 


3 E 
1.W 4 ROMEEGHAT. PRAEERAT 


CHAHUA lal = D 有 没有 意义 ? 
3. 欠 时 如 与 了 必须 满足 什么 条 件 ， 以 下 等 式 才 成 立 ? 


~ ~ 


CD $o- - @ 1 
PIE 


BNUPTIPMDENETO 


Q)8-Vsvi (0) +2080 a, b, THOERBE) . 


— > 一 、 


5. 在 平行 由 边 形 4BCD 内 ，AB =a, AD-b, R MENAR NXA R 
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Bod b GARA, AME,MOAMD. 
NUCLEIUTEIELIOSPPEE OMIM HERE TERIS 
Da-5|W Rabia tgdfao, 

7. 如 图 ， 轮 波 以 每 小 时 15 IUNGERE OBH KAD 4 AE M OE 
Wi 04 方 étais. OA OB 的 夹 角 为 100*， 求 轮渡 实际 航行 的 速 EV BS KU EUR 
它 和 水 流 方向 的 夹 第 0 。 

8. 如 图 ， 2 吨 重 的 货物 沿 倾 第 为 20° 的 斜面 向 下 自由 演 动 ， 求 货物 对 锋面 的 压 F 
和 向 下 演 动 时 的 下 滑 力 计 。 的 大 小 。 

9， 如 图 ， 用 绳索 起 吊 货 物 ， 如 果 河 绳索 与 铝 季 线 的 交角 为 30。 Rast. HUE 
Pol0004JP. BORBSUR BOROLASICU P, mP, 的 大 小 。 


(ou) Choi) 


l5 MERKAR 


TEPURBOR Y, WAARA MAH E PLU dE B ns 的 计算 问题 
简化 .因此 ， 复 数 及 其 运算 已 成 为 科学 技术 中 一 种 重要 的 数学 工具 。 

一 、 复 数 和 平面 矢量 

在 第 王 章 里 ， 我 们 已 经 知道 ， 形 如 
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Z asjb 
HEMMER AN 4 RRR j 是 虚数 单位 《满足 六 一 一 1). KR TITEL 
做 复数 2 esc RE. 

我 们 把 & - PDMESDRZ o e Pb ORREZ BAEZ, MZ -a-jb. 例如 
Za = 2 + 了 3 的 共 辑 复数 是 多 = 2 一 73，Z ;一 3 一 5 的 共 二 复数 是 Z，=3 十 了 5 

TUPWDNAUBERORER. RE Z = 4a + jb REUNEN, DUE V i 
BAM a,b) 来 表示 (图 12 一 12) .于 是 。 对 于 任意 一 复数 ，Z -asjb, WID 
标 平面 上 的 一 个 点 M (a, b); RZ ATE 上 的 任意 一 个 点 (e, D). d un 
定 一 个 复数 2 - 4 1 jb, 这样 ， 复 数 和 举 标 平面 上 的 点 建立 了 一 一 对 应 关系 ， 即 

复数 2 =a jb A M(a, b). 

在 复数 了 = 4+j5 中 ， 当 5 = 0 时 ， 复 数 Z 就 是 
实数 4 ， 这 时 它 所 对 应 的 点 都 在 * Rho Bie x dig 
做 实 轴 ; 当 4 = 0 ，5 天 0 时 ， 复 数 必 就 是 纯 虚 数 了 0， 
SEIE BEANIE RE y A E, Bie o AMER, 

一 英里 ， 我 们 把 平 而 矢 基 ou 和 您 标 平面 面 上 
的 点 Mta, b) 建 之 了 一 -一 对 应 关系 ， 叶 
OM RS Ma, b). 
WERP IUBET EISALM. Co. 9) LARM c a jb 建立 了 一 一 对 应 关系 ， 
所 以 复数 2 一 4 十 了 71 和 尔 道 可 之 问 可 以 建立 -- 一 对 应 关系 ， 即 
HEZ =a jbk ROM, 

RRIAZ -a t PERUERUSS OM - 214 FWB MiK 

WEW ZI Oo. ATA DURS o RER Z E OS are Z (unas) o 
]Z|-r = a Eb, 


图 12 一 12 


ars Z = p, (RP tep o 


注意 : 应 很 据 复数 对 应 点 所 在 的 象限 来 确定 幅 角 的 值 . 
B RZ- 5 -j1 flm fh. 


解 : ;2 =r Y x(-12) -V169=13, 
tgp 一 一 J 一 2.4, 并 且 点 (5;12 ) 在 第 四 象 多 12 一 13 
R, 
angZ : Ø =—67°23, 
二 、 复 数 的 运算 
复数 的 加 减法 和 冬 法 ， 可 按 多 项 式 的 加 减法 和 乘法 法 则 来 进行 ， 
&oZeseijb,. Z, =a, + jb. WI 
1, W 


Z, + Z= (a, +jb1)+ (a, t j6,) - (8, +a,)+ j (b, +b). 
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2. 减法 
4-4. (a E jb) Cu f) (70) KO 92). 
Bll 设 Z.-34j44, Z1-5— HI, R Zio tui 21 一 2;. 
解 : Zo LGriG-P8)-(325)tj(4-1)-8-j8: 
Z|-Z,-(a*j2)-(8—-51) -(3-5)- j(4-(—- 1) -2- jn. 
3. 乘法 


E 


ZZ, (a, jb, (0, jb, ) ^ aia, + ja, b, - ja, b, HF bb 
(maa —b,b,) +ib, +8,9). 
例 2 d Zi=1+42, Z.o3-jAQo0R ££. 
R: Z Z= (1442X323 = j4) 3- jat j6-j 811+ j2. 
B3 d Z-acjb,Z-a-jb x2. 
Wo Z4 -(arjb(a-jb)-a cjab—jab—j'b! =a? +b, 
HilbuAN MORMAER- SSH. BUEIXXTSEN, REAR RRRA 
法 则 来 做 复数 的 除法 。 
4. RE 


4, +b? 


fla 设 Z.-34j4, Za 


解 : Z 3 , (3*4) (5 一 36) .15 二 24 下 720 一 人 8 
“ Z,  54j6 (5-36) (5—76) 5*46* 


.39*j? 39 ,22 
6l aja 

三 、 复 兹 的 三 角 式 

设 Z=4 一 了 5， 且 其 模 为 +， 幅 角 为 p (图 12 一 14)。 


a —rcos p, b=7sing, 


so Z-as jb=rlosp +fjsing). 
SUP ricos p foin p WHR Er EZ fui 与 之 
区 虽 ， 式 于 4 tibu Zum. 
B1 把 Z=TW3 +j ERZAR. 
E v reva T=2 


za tge- ppp EAM(a,.1) 
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D 
67 


在 第 一 象限 ， 得 p=- 


2 -=13+7 = 2( cos Æ jsi), 


鲍 2 以 三 角 式 表示 复数 (1) 5; — Q2 —6j. 
解 : (1) … 7-VY52T05 一 5， 
又 由 wes doo. RM Cs, 0) 在 4 轴 上 ， 得 ?~ 0， 
5=5(eos0+7ain0 )s 
(2) rev OTE -6, 


x 
2 


-ø= s[e ( er 


用 复数 的 三 角 式 作 陛 除 运算 较 方便 . 
AZ, =r leos pi +j sin gi), Zu ori (cosqa +j sin ga), WI 
Z, -Za =P," (cospi tj sinpi ) (copat f sin pa) 
—r, ry (cosp, c0sp, — sing, sings) 
+j (sing, cosp, 4 cosg, sings)] 
一 ”ayafcos(O1 gu) tj sin(pi 9222. 
虫 此 可 得 : 两 复数 相 乘 ， 乘 积 的 模 等 于 因数 模 的 积 ， 而 积 的 幅 角 等 于 因数 的 幅 前 的 和 

同样 可 得 


9--- 


, 


z 
$c cop 93) +j sini 02D. 


这 就 是 说 : 两 个 复数 相 除 。 高 的 模 等 于 被 除数 的 模 除 以 除数 的 模 ， 离 的 幅 角 等 开 被 除数 
例如 ， 设 21=V 2(co515? 4 j sin157), Za V8 (c0548?  j sin457 ), W 
ZZ,2 4/72 V 8(6os(15? - 45?) 4 j sin(15? — 48?)) 
=y 6 (cos60? + jsin60?) 
-vsid 二 paa 4 53Y3, 


5; 


2 2 ^ 2 
Z vao. . 
A E Kens(18°— 48°) + jsia(15°—45°)J 
2 
=K Aces (7207) + foin ( - 203 - EE Gosat? — fsinso? ) 
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四 、 复 数 的 指数 式 
在 高 等 数学 中 有 公式 《 叫 尤 拉 公 式 ) : 
cos p j sing-e/*, 
于 是 Z =at jb—r(cos p j sinp) —re?, 其 中 ?+ ER, o 是 幅 角 . 
式 子 ef” 叫做 复数 2 的 指数 式 ,在 电工 基础 中 , 常 把 复数 2 = re, XS rcp. 
它 则 做 复数 Z e ese. 


例 1 将 3 +74 化 成 指数 式 。 
B: V s-i id =V3=5, 18 p, p —53?T, 


EEEN 


34 j4-58 


B2 将 3 性 化 成 代数 式 ， 


os pisin” I Bil\ 3 3,.;3 
LH aei s(cos- T tj sint) e a( tjik ii, 


JB ORCRHEEGRHECURERGE ERL A E. 
设 Zend”, Zend”, W 


7 je E Jj Gig) 
A. Eae né ngu guru 


Ka ne” o eom 
Za nE Ta - t 
P j50° j30* 
fim, 2:206 , Z,=56  , WI 


450" 4-307) j80* 
2, Z, «20x 8e -1007 7 ; 


Zi 20 1(50°-30") j20* 
M meg =se“ 
A 5 


A3 设 复数 2 -re 7， 求 Z j. 
Ev joe 


je Q3 sy 2 


图 12 一 15 


XE EARR ZA RETE, MARMO, Bit, RER ZPA N 
KETM BENDKE, RAR Z.7 所 对 应 的 矢量 5 这 (图 12 一 15) . 
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BpT 具有 这 个 和 性质， 所 以 了 叫做 旋转 90" 的 Neto. 


3 题 


1. 在 平面 直角 坐标 系 中 ， 西 出 以 下 复数 对 应 的 JR 量 ， 并 求 这 些 复数 的 模 和 幅 角 : 


-i$ d. 73, 
(1) 165 G «PS 


(3) 1; G) js G) -5; (6) *107; 


(1) -B-j (8) 4+ di. 


2, 求 下 列 各 复数 的 共 锯 复数 ， 贱 作出 对 应 的 矢量 ; 


(1) 24j3: (2) -3 一 7 了 23 (3)j4; (4) 8. 
3. 计 算 下 列 各 题 : 
(0) (2-43) (15 i255 《2) (4-7 i8) 0 (2-735: 


(3) WV At I~ -161 {4) Gt i-(-2-j2) 


(5) (0,5 - j3,2)4 (1,5— j0,8) 4 (—4— j); 
(6) Cat jb) (a - jb; (7) (a j5)- (a~ ji); 
(8) Gre j4y)d Cox j2y)i 


(9) Gies cicli). 


4. 计 算 下 列 各 题 : 
《1) 2 23 (2) jC- 4) i55 
(3) (3+#5)°2; (4) (8-57) (C7 3935 
(8) a-i26G-35 (6) (0.52) (24 j3); 


O) Oa 4 jv bv a - jV 8) (8) 768 - V/—à9. 
SOR'. Py. P.F.X.D.EGEN. 
6. 计 算 下 列 各 题 : 


Q) (j4) +25 (3) 3 
L5 AMA. 
(0 q15g (6 DS 
ERE Ve 
0 8-35" ( Yavjvb 
7. 将 下 列 复数 表示 成 三 角 式 : 
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Q21-5 (2) -34j2 (3) 3; (20 i51 


(5-4; (6) - fr. 

8. 将 下 列 三 角 式 化 为 代数 式 : 
(13 2(co543? + 7 $in45?); (2) 6(cos&0? +f sin40^); 
(3) c0s25? + j31n25? ; (4) 3(cossr 4 j sing), 

9. 计 算 下 列 各 题 : 


O) Zia (vos T jin B) Z, =E (no tjsin T), RZ, g 


3 ^ a 
a 


(3) 4(co318? + j 5in18?)-2(cos72" +j sin72?); 
(4) (cos 15? + jsin75?) + (0530? ^ f sin30*); 


(2) 5 (e foi n) 2 CIDE 


(5) Y B (iso j sin150? ):3/8 (co5120? + j 5in120?); 
(6) 12(co555? + j sin35°) — 3 (cos20? +j sin20?), 

10. 将 下 列 各 复数 化 成 指数 式 : 
0) 24/5 (2) 24ív3; (3) pets? 
(4) = 3+723 (8) 15- j 20, 

1 .计算 下 列 各 式 : 


(1) 365-20 53 (2) V 2 Z60? «222295; 
jC- 50 o 
44. 118470 
(3) Teu DE 
22€ U 


12. ABAP EB ro TIERO HERRAR: 
a) 227 (2) je; G) Co ese P" 
13. 由 电工 学 知 : 复数 阻抗 Z=?+ 二 入 Xxo)， 其 中 7 为 电阻 ,Xi 为 感 琉 ，*o 为 容 
ET 
(1) dir —30, 2,—10, x; — 40, RZ 并 表 成 + o 的 形式 ; 
(2) Er -40, x,—40, xo, —10, R Z HERY o 的 形式 ， 
14.BAp -^ RE Z.. Z ; s REEL US Z-Zi tZ. zs, 
车 21 5 十 f10， Z,-78-715, z4- 4-721, OR Z FERT Zo ES. 


15.8 AJERBUL ZZ, 的 5 MARERA 2-715 


di £.-104j5, Z,- 10-5, RR Z JE 1 o 的 形式 . 
16,4 Z=7 (cos p+ j sin 9), W 
£^ i" (cosp-E j sinng), CURRAR AR. 
试 就 % = 2,n—4 验证 这 个 公式 的 正确 性 。 
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复 习 题 


1. 如 果 三 个 力 六、 F, SE 平衡 ， HR Bio 已 导 如 图 所 示 ， 
I. 
eina 
(2) BAP, ] = 1002/0. B- 148^, y 92, RIFE TRLIPST. 
2.20 B BER, OA 和 OD EAR, TMAA SIC AR 50M0 A. 今 在 0 点 
挂 卫 =500 公 斤 的 重 物 ， 试 利用 上 题 的 结论 求 04 和 OB Bist P 和 方 ， BK. 


Q) 求证 ; 


LT 
Gri) (3 28) 


和 ~ 一 一 
0 = 2 


3. 已 知 矢 kRao-3b -25 24425. 
RIETI, E-D, 和 = 平行 的 单位 矢量 ， 以 及 方 的 幅 角 P. 


EM RREAT ERAD T, 1g, 101-5 


D 


RIO, MEE URREA MKH, 


5. 把 下 列 揽 数 用 矢 重 表示 ， 并 求 出 异种 幅 角 : 
CU》 一 2 (2 -v3 +j; 
(3)1—-iv8: (4j 5 j12. 

6,& n Z,-a4 i2, Z,e2-jS, SR Za Za E ZZ Zp -21 


T.E IIT — 3 tj, Z- 


上 各， 32 ， 利 用 三 角 式 和 指数 式 求 2， 
8, S doen, 62. CIO. en 化 为 代数 式 ， 


9. 证 明 ; 12， Lr 1E SZ Der OA PETAT, 
并 进行 几何 解释 ， 
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第 四 篇 平面 解析 几何 


第 十 三 章 ”曲线 和 方程 、 直 线 


在 平面 几何 里 ， 我 们 初步 研究 了 三 角形 和 圆 的 性 质 . 但 在 实际 应 用 中 ,还 常 电 到 其 他 
曲线 .例如 ,行星 运动 的 轨道 是 椭 园 ， 搜 物体 运动 的 匀 道 是 抛物 线 ， 凸 辊 的 轮廓 线 有 的 是 
况 线 等 .研究 这 些 曲线 ， 初 等 儿 何 的 方法 就 不 够 用 了 . 

解析 几何 正 是 随 着 生产 斗争 和 科学 实验 的 需要 而 发 展 起 来 的 ， 它 的 特点 是 通过 华 坏 
法 ， 使 点 与 仅 标 对 应 起 来 ， 使 曲线 与 方程 对 应 起 来 ， 从 而 借助 于 代数 方法 来 研究 几何 沿 
HB. 


Wow ”曲线 和 方程 


一 、 两 点 问 的 距离 公式 
我 们 知道 ， 在 平面 上 建立 直角 坐标 系 之 后 ， 平 面 上 的 点 就 可 用 它 的 坐标 及 确定。 
WM Gn v) Man 2) 是 平 而 上 的 两 个 点 (S 
13 一 1)， 我 们 来 求 它们 之 间 的 距离 ， 即 线段 4 Ma 的 d 
KEM Hl. ——— Mal Za, Ja) 
如 图 13 一 1 Biz. MS M AIERT, E | 
TTG 轴 的 直线 ， 两 直线 相交 于 六 ， 在 直角 A MidaN ra., 
- —— Ne d 
中 ， 根 据 勾 股 定理 有 fri s | 
MM3 | M,N]? + NM, 
M, nn 
INM; 2 ps = vd? Qs y 图 13 一 1 
M, Mal? = Gs 1 es y. 


从 而 得 - 
' | PLA] o VG 3 Gs 3 


onte 


| 
| 
| 


Lig eden o Aes. REESE RDRCTTE LERNAR. 
TRUE. CP ER T MOS y) IIR OO 0) f PEG 

[0M] =V xF y 
例 1 求 Mi(-2,5) .da(?7, 一 3) 之 间 的 距离 。 


解 : Hi —V'(1-(72)3 4673-53 — V 81 64— V/ 145 二 12.04。 
B2. 剖 制 如 图 13 一 2 所 表示 的 零件 时 ， 需 
要 知道 三 孔 中 心 的 耻 离 . 已 知 三 孔 中 心 的 坐标 是 
4( -2,4),B(4,0),0t 73,0) REFL db Bil 
距离 ， 
R: 根据 距离 公式 ， 每 
| BAI -vC-3- d+ (6-0) 


LACI VC SFO 


=1/25=5; 


ICR -via (57+ 0 -Vai-9, 


二 、 曲 线 的 方程 

在 解析 几何 里 ， 半 身上 任意 一 条 丝线， 都 可 以 看 作 一 个 动 点 按照 一 定 规 律 运动 所 形 
成 的 胃 迹 .例如 , 回 就 可 以 看 作 到 一 固定 成 《圆心 ) 的 距离 保持 不 变 的 动 点 的 运动 轨迹 . 

在 直角 坐标 系 中 ， 出 于 动 点 几 可 以 用 一 对 变量 x 和 ;表示 ,因此 一 条 基线 《 动 点 运动 
DAE) 就 可 以 用 一 个 含有 两 个 变量 *、? 的 方程 来 表示 

mi 设 有 一 个 贺 ， 圆心 在 0 点 ， 半 径 为 ?， 试 用 含有 两 个 变量 * ,y 的 一 个 方程 来 表 
ARAS BS. 

和 解 ， 以 0 点 为 坐标 原点 ， 选 取 华 标 系 0y 《图 13 一 3) . 


在 加 上 到 一 7， 设 它 的 坐标 为 (x，?)， 那 么 ， 
动 点 送 动 的 规律 是 
[OM| =r, 
由 距离 公式 得 


OM, - Vies. 
MAPA, 得 。 sten, 

现在 来 分 析 议 0 Ame cp BORSE 
ias? PEERS 

O) 加 上 任 一 点 的 坐标 都 满足 这 个 方程 i-i 

(2) ORAGBILERU ELE ES BCRBUR ECITEEG. DURAN. MUBARA GIC RN 
AMEME. 

方程 cay rupem. ERD r fS BUTTER. 

ik, MRE- ATHRAM- TENTAR ANEZA, PERTAR 


关系 : 
CO Jum Land, CMB VIS ICA ES 
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(2) 此 是 不 在 旧 线 上 的 点 ， 它 们 的 坐标 x、2 都 不 满足 这 个 方程 
那么 ， 这 个 方程 就 叫做 这 条 曲线 的 方程 ， 而 这 条 此 线 叫 秘 这 个 方程 的 图 形 . 

曲线 的 方程 这 一 慨 念 反映 了 几何 上 的 曲线 和 代数 上 的 方程 之 闫 的 联系 ， 它 使 得 我 人 
有 可 能 用 代数 的 方法 来 研究 曲线 的 性 质 . 

为 了 熟悉 曲线 的 方程 这 一 概念 ， 下 面 再 举 一 个 例子 。 

BI2 求 连结 4(2,3)、B (~ 2 ,一 1) 所 成 的 线段 的 中 垂 线 方程 ,并 判别 C (2, 
—1), D 《一 1 ,3) REPERE (图 13 一 4 ) 。 

解 : 我 们 知道 ， 中 垂 线 上 的 任 一 点 到 线段 两 个 端点 的 距 
元 者 相等 ， 因 此 中 全 线 可 以 看 作 是 到 线段 48 两 个 端点 4、B 
8 EE ER BO E M D AS 

动 点 运动 的 规律 是 MA] = [MB], 

设 MSBIM EOS (6,0) ， 用 奉 标 表示 上 述 运动 规律 就 
得 到 ; 

V(x-2) ty 3 -V(x*2)?** (ys1X. 
两 边 平方 ， 并 化 简 得 
Xty-i-0, 
即 中 垂 线 上 -~- 切 点 的 坐标 都 满足 方程 x+y 一 1=0. 

我 们 还 可 以 证 表 ， 不 在 中 重 线 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 这 个 方程 〈 在 建立 曲线 方程 的 
过 程 中 ， 这 一 步 往往 从 略 ) ， 因 此 所 求 的 由 垂 线 方程 为 x+y 一 1= 0， 

因为 将 CC2, 一 蕊 的 坐标 代入 中 正 线 方程 , 有 2 -1-1-0, HK C REPERE 

因为 将 旭 (~ 1,3) 的 坐标 代入 中 焉 线 方程 ， 有 一 14+3- 1290. DARET E E, 

通过 上 而 的 例子 ， 可 以 看 出 ， 建 立 曲 线 的 方程 ， 可 分 三 步 进 行 ; 

(1) 很 据 扩 给 条 件 ， 选 择 适 当 的 坐标 系 ; 

(2) 找 出 动 点 运动 时 所 必须 遵循 的 规律 ; 

(3) Hisp stis Gv) 来 表示 这 个 规律 ， 便 可 得 到 一 个 含有 x、y 的 等 式 , 经 过 整 
理 、 化 简便 得 曲线 的 方程 ， 


图 13 一 4 


本 题 
1. 求 下 列 各 题 所 给 两 点 之 间 的 距离: 
C) (4,2)、 (1,—3); (2) (5,1)、 (~2,—2); 
(2 C74,1). (8,3); (4) (6,9). (—-2,6); 
($) (6,89), (-6,-8); C66) G3. (2, 555 
C) C54). (6,25 (8) C4). (7-6, 2). 
2. 判 别 以 下 各 题 所 给 的 点 为 顶点 的 三 角形 ， 是 直角 三 角形 还 是 斜 角 三 角形 : 
Q) (4, -4 34) (10,0); (2) (—1,0).(0, = 1) (2,2); 
(3) €—2,1),(12,9).(—6,8); (4) (0,0).(5,3),(2,8). 


3 . 试 证 (一 4,2)(3,1) 和 (3, 一 5) 在 以 (一 1 一 2) 为 圆心 的 轩 一 圆周 上 。 
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4. 求 证 原点 CQ(0,0) 在 4(6,8)、B(0,10) 连 线 的 中 垂 线 上 。 


5.9iACo 7). B(— T. 0). C010) DG,3), EC 3,5) & B RE E AR 


3x-y+7=0 E. 

6. 判 断 曲线 yt y x 0 和 曲线 * 十 5y= 3 是 否 经 过 原点 。 

7. 求 4(1,5)、B(3, -1) 连 线 的 中 垂 线 方程 。 

8. 一 动 点 运动 时 ， 它 到 ?二 的 距离 和 它 到 点 (2,2) 的 距离 保持 相等 ， 求 动 点 的 轨迹 
方程 。 

9 .一动 点 运动 时 ， 它 到 点 4 (0,3) 的 距离 恒 为 它 到 原点 的 距离 的 两 倍 ， 求 动 点 的 轨 
迹 方程 、 


m X 


IEXHNGUSEAIS ANBAR eee GESE—EX—IHSPIbBERONGEN. M 
电 浅 入 深 由 片面 到 更 多 的 方面 。” 

现在 ， 我 们 就 来 研究 最 简单 的 平面 图 形 

一 、 倾 角 和 斜率 

TRE gu Erg REA !， 让 < 轴 按 道 时 针 方向 绕 原 点 旋转 ， 当 它 和 直线 ? 第 一 次 平 
行 时 所 转 过 的 角度 <， 叫 做 直线 ;的 刁 旬 〔 图 13 一 5) . 


直线 和 它 的 方程 。 


(1) B5 (2) 
BR CRIDONARLE DH Ro (EAR x 总 满足 < a<<x. 当 直线 和 * 轴 平行 时 它 的 
fijo - 0; 当 直 线 与 3 轴 平 行 时 ， 它 的 倾角 ~ 六 


我 们 把 一 直线 的 个 负 2 的 正切 ， 即 tsx， 叫 做 这 条 直线 的 鲜 举 。 REENERT 
于 是 有 


[Rows | 

当 直线 平行 于 x 轴 时 ， 因 倾角 = 0. HORIS K-tgo- 0; 当 直 线 平 行 于 y Bi 
hi. Wlan e Ls KEBS ENERG 当 倾 第 0 为 锐角 时 ， 因 tg%~> 0 , HERNE; 
HAAA Kte 0 ， 故 斜率 为 负 . 
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如 果 已 知 一 直线 1 经 过 加,(%1，1) 和 闻 s(xs，ys)， 那 么 它 的 位 置 就 完全 确定 ， 内 
WARLA E DERNEK R RERNA A. 

如 图 13 一 6 Biz, kbM,. M: ARRIERE ci. y MAAR MAMA 
a-zMM,N, WAR 


NM, 
K- ware 
xd NM.-y.—y,  M,N-x—-u, 


BERRA: 


RTM, MUERTE F y E Zh (CIE 图 13 一 6 
ficis Bb -1 -0)， 这 个 公式 适用 于 求 平面 上 任意 两 点 连 轻 的 斜率 , 又 因为 
六 二 党 -， 所 以 在 运用 这 个 公式 求 射 率 时 ， 可 任 取 两 点 之 一 作为 M, ME 


X2—XQ 


另 一 点 当 作 叶 。. 
D 求 直 线 的 斜率 及 和 倾角 4， 设 直线 上 两 点 M1 和 外; 的 举 标 为 : 
(0 M,(5,2), Ma(15,8); (2) M1(3,2), M;C- 5,8). 
f OO RdRUEBUNRUAGES € 


X ut K-—1g4-0,5, 
Mfo.-26734', 
(2) 根据 斜率 的 计算 公式 ， 有 


28-2. 6 - 
K-^737- c 


X CO K-tgü-—0,5, 
-.  üiffo—180?—25^34' —153?26'. 

二 、 直 线 的 方程 

I 点射 式 方程 

已 知 一 直线 ! 既 过 点 Mo(xo,yo), 且 其 斜率 为 五 (网 13 一 了 )， 
求 这 条 直线 的 方程 . 

设 直 线 7 上 的 动 点 为 并 (%,y)， 则 并 和 六。 连 线 的 斜率 就 是 
直线 Z 的 斜率 环 . 根 据 斜率 的 计算 公民 ， 有 有 


de. 
X— Xo ” 


下 me GD 
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(1) stu CALI E RT E 

BI 求 过 Mo(3,5)， HRE- JHARNA, 

解 : 根据 直线 的 点 鲜 式 方程 ， 得 该 直线 的 方程 为 
9 -5-3-3), 


或 x—3y+12 =0. 
根据 直线 的 点 斜 式 方程 可 知 ; 经 过 点 加 ox0,30), 且 平行 于 x 轴 的 直线 (图 13 一 8 )、 
其 方程 为 
3 一 3o -0 一 知 ) 
ER [ V. 


x% 轴 的 方程 为 
320D. 
如 果 一 条 直线 经 过 点 Mois y). JUPECP YS 
《图 13 一 3 ) , RRA NAR E BUB 9 i S BEA RS AR 
等 于 xo， 因 而 这 条 直线 的 方程 为 


图 13 一 8 


2 ARRIE 

我 们 把 喜 线 与 x A TCR CREER RS BE BERS vite a dU nd 
HARK ME. 

如 图 13 一 RAAR MAREL KIRREL.. 


dXiüm-AENEEUSE. REDD, 我们 来 求 这 直线 的 y 
HR. (o 

事实 上 ， 已 知 各 线 的 + 截 距 为 ?。 就 相当 于 已 知 直 线 上 的 一 
个 点 (0, 四 .于 是 ， 根 据 直 线 的 点 撩 式 方程 ， 便 知 此 直线 的 方 
程 为 (9.9 

ET 6 x 

" ENTM (2) 者 13 一 9 

(2) Xm APERTE. 

D)? 已 知 一 直线 的 EEOU- T, Macho, RRHH. 

He HUBER, TAE ERR TRA 

v-5- 3, 

或 15x—3»y-2- 0, 


即 


或 


3, 两 点 式 方 程 
已 知 一 直线 /通过 两 点 MCX4,71)、 用 s(x%o,ys) (图 13 一 10) ， 求 直线 ! 的 方程 。 
因为 直线 /通过 M(x, ,3 ) 和 如 2C%:,ya)， 所 以 射 率 为 


K-27 
和 一 


又 因为 直线 了 经 过 点 Ma(xa,yi), 根 据 直 线 的 点 斜 式 方程 ， 得 直线 的 方程 为 
y- y =a), 


(3) 


Ih oL 3-515 
3 一 X24; 


(23) 式 叫 佑 直线 的 两 点 式 友 程 . 
Bis 求 过 Mi:(1,2)、Mas(3,5) 两 点 的 直线 方 


和 解 : 报 据 直线 的 两 点 式 方程 ， 得 该 直线 的 方程 为 


4 一 2 | 5-1 
5 一 2 3-1" 
3x-2y41- 0, 


三 、 直 线 和 一 次 方程 
从 上 面 的 讨论 知道 ,平面 上 任何 一 条 直线 , 它 的 方程 都 是 * 和 > 的 一 次 方程 . 反 过 来 ， 


* 和 ?的 一 次 方程 的 图 形 ， 是 否 都 是 直线 呢 ? 下 面 就 来 讨论 这 个 问题 ， 


二 元 一 次 方程 的 一 般 形式 是 
| Ax+By+C-=0 | (4) 


HHA, B. CEER A. BASISUM IAEA PERI ULUEHIE: 


Q2 XBX 0 时 ,方程 (4) 可 化 为 


4, € 
y--güg 


fibi RUIT, CHAVEMKK--4, RED 一 全 的 直线 。 


Q) 当 B= o, Ax 0 时 ， 方 程 (4) 可 化 为 


C 


x=- 7> 


由 此 可 知 ， 它 的 图 形 是 于 行 于 y 轴 的 直线 ， 


总 之 ， 一 元 一 次 方程 的 图 形 都 是 一 条 直线 。 
综 上 所 述 ， 我 们 得 到 下 面 的 结论 : 
平面 上 任何 二 条 直线 ， 它 的 方程 都 是 二 元 一 次 方程 ; 任何 一 个 二 元 一 次 方程 ， 它 在 
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LETE LI BUETUNLAR. 

CURFYWEH A EAROFEHEN DU ORDER: BECA ) 式 叫做 直线 的 
-ERIH 

例 1” 求 直线 {+2y= adipe. 

M: s+ 2 y= 4 可 变形 为 y- sz, BERAR- L, vin ca, 


我 们 知道 二 元 一 次 方程 的 图 形 是 直线 ， 因 而 只 要 找到 它 上 而 的 两 个 点 ， 用 直 尺 连 起 
来 ， 所 得 到 的 便 是 二 元 一 次 方程 的 图 形 . i 

Bpi2 作出 直线 3% 一 4y~12 的 图 形 . 

B: 在 方程 中 令 y= 0， 则 得 x= 4 ， 故 (4,0) 是 均线 上 的 一 点 . 在 方程 中 令 = 0， 
则 得 y= -3， 故 (0, 一 3) 是 直线 上 的 一 点 - 

连结 (&,0)、(0, 一 3) 两 点 便 得 所 求 之 图 形 (图 13 一 11) . 

二 元 一 次 方程 

Ax+By+C= 0, 

当 B 关 0 时， 表示 了 各 x 两 个 变 医 的 函数 关系 


AC 
7 


加 为 这 种 函数 的 图 象 是 直线 ， 所 以 叫 散 线性 两 数 (或 一 
次 函数 ) 。 
A3 已 知 一 自 铜 导线 的 电阻 尽 《 欧 姆 ) 和 温度 
长 "C) 之 间 的 函数 关系 是 线性 函数 .由 实验 测 得 当 #= 0 时 ， 
R-50; Mt-s0Bp, R—60, RRE 之 闻 的 函数 关系 式 ， 朋 作出 它 的 图 象 . 
E: 以 雯 横 学 标 ， 尺 为 维 坐 标 ， 将 测 得 红 ] 玉 的 两 组 对 应 值 作为 点 的 坐标 ， 得 
Mi(0,50)， M3(50,60). 
由 两 点 式 方程 ， 得 


图 13 一 11 


Bso, £0 

60—50 50—0" 
Be ELEGRIU ZZ EKRI 3 ROS 
R-0,2t 50, 

XEM, (0,50) , M, (50,60) 两 点 ， 便 得 
它 的 图 象 〈 图 13 一 12) . 

在 生产 斗争 和 科学 实验 中 ， 往 往 要 找 出 两 个 变 
量 之 间 的 函数 关系 . 当 我 们 还 没有 认识 它们 之 间 的 
变化 规律 时 ， 总 是 先 通过 观察 和 实验 ， 取 得 两 个 变 
量 相对 应 的 实验 数据 ， 列 成 表 ; 然后 把 数据 作为 点 
的 坐标 猎 出 各 点 .如 果 这 些 点 大 体 在 一 直线 上 ,这 两 
个 变量 的 函数 关系 就 可 认为 大 体 是 线性 函数 ; 如 果 图 13 一 12 
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接近 其 他 已 知 方 程 的 曲线 ， 就 可 认为 大 体 是 区 的 某 种 函数 关系 ,这样 由 实验 数据 找 出 来 
的 函数 关系 式 ， 叫 做 经 验 公式 . 
Bia 测 得 一 种 铅 合金 的 熔点 i 《"C) RETIEP (6) 的 数据 如 下 : 


求 5 与 P 之 间 的 函数 关系 式 . 


解 :以 含 锅 量 卫 为 模 华 标 ， 熔 点 # 为 纵 坐标 ， 把 表 中 数据 作为 点 的 坐标 描 出 各 点 (图 
13—1i3) .从 图 中 看 出 这 些 点 大 体 在 一 条 直线 上 ， 这 表明 熔点 博 含 锅 量 已 之 间 的 关系 接 
近 线性 关系 。 

作出 一 条 和 各 点 都 比较 搂 近 的 直线 ， 如 过 M e 

(36,9,181) ，N (63.7,235) 两 点 的 直线 、 它 的 
方程 为 emn 
t-81 — P369 aH 
235—181 63.7 一 36.9 
240) 
即 1-93P 101,2, Ww 

E: t 与 P 之 间 的 函数 关系 式 为 :一 2P 107,2, 2m 

四 、 两 直线 间 的 关系 ax 

1 .两 直线 互相 平行 的 条 件 wi de 


如 果 两 直线 互相 平行 ， 那 么 ， 它 们 的 候 角 必定 3 9 Ww 3» 
相等 《图 13 一 14) 。 因 而 其 斜率 也 必定 相等 ， 即 


反之 ， 车 两 直线 的 斜率 相等 ， 即 下 , -K I 
么 它们 的 倾角 也 必定 相等 ， 央 而 两 直线 平行 . 
所 以 ， 要 判断 两 直线 是 否 平 行 ， 只 要 判断 KK1 
一 玖 ?是 否 成 立 就 可 以 了 . 
例 1 判断 下 列 各 组 直线 是 否 半 行 : 
(1) y= 2x F3, 44—2y 5-0; 
(2) x yl, 4x 2y-3, 
fg: (1) 直线 y= 2 3 WARK, = 2; 而 网 13 一 14 


ax-2y*5-0 BERE y oc D ROSE = 2; AAK = Ks MH. 


(2) xt y- 1 可 变形 为 y~ 一 *+ 1. HOBIEE ISSUE Kl= —1; axc2y 3 
可 变形 为 y= 一 2x 十 » 故 知 此 直线 的 斜率 长; = 一 2; 因为 KNK o MUNERE 


4 


行 


例 2 求 通过 放 (2,3)， 并 平行 于 2x 一 3y+ 1 = 0 的 直线 方程 。 
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解 : ax 一 3?+ 1 = 0 可 变形 为 ?=- 3 x+ 二 ， 因 而 此 直线 的 斜率 玉 一 3 .又 因 所 求 的 
直 组 和 它 平行 ， 所 以 斜率 亦 应 为 3 再 根据 点 侧 式 方程 写 出 所 求 的 直线 方程 ， 有 有 


y= 3=3 0-2), 
或 化 为 2x 394 5 — 0. 
2. 两 直线 互相 垂直 的 条 件 
mA. VH RE (IH13—15) ， 则 根据 
三 角形 外 角 的 性 质 可 知 它们 的 倾角 ci、ea 之 问 满足 下 
述 关系 ; 


a,- 2 +a, 
从 而 有 K4-—1g25 一 "(a 4 %)= — etg, 图 13 一 15 
=-—} 2.2! 
IE, K? 
7 Mera 


反之 ， 若 KKs ~ -~ 1， 我 们 也 可 让 明 请 、7 必 定 互相 租 直 。 
所 以 ， 要 判断 两 直线 是 否 互 相 重 走 ， 只 要 判断 天，Ks- -1 (或 及 ,~ --- usw 
成 立 就 可 以 了 了， 
BS 判断 下 列 各 细 直 线 是 否 互 相 孤 直 : 
(G) ix+2y=1, 24 一 
(3) lixe2y—a,lo 14x4 


(2) lí :3x— y -6,ly ix c8y— 5; 
y-83; (4) l,:85x 43 5 0,/. 14€ 33 6, 


解 : O) EB IG o 1. LRR n KK e c Eae MS Las 


(D LZ BERE, o3, ZMR Ka- 3, Ke KS oe ( - 1) - ciuis 


H 
3) 
(5) Li K, = - 1 rs = cs KS "(Pe consu 
hULAGA 
(4) HETGCTYBNEAL LATT WU So EN. 
MA 求 过 点 (1.3 ) 并 焉 直 于 x+ 2y MERNE, 
Bü HE. 27- ames -1. 故 所 求 直 组 的 斜率 = 2. 因而 所 求 的 直线 方程 为 
y-3-2(x-1). 
3. 两 直线 的 交点 
Bis 求 直线 t+》-5、2% 一 》=4 的 交点 (图 13 一 16). 
E: 由 于 交点 同时 在 这 两 条 直线 上 ， 交 点 的 举 标 一 定 同时 满足 这 两 个 方程. 反之 ,如 
果 有 一 个 点 的 坐标 同时 满足 这 两 个 方程 ， 那 么 这 个 点 又 在 直线 +y = 5 上 ， 又 在 直线 
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27 一 ?= 4 上 ， 从 而 这 个 点 就 必定 是 这 两 条 直线 的 交点 。 
因此 要 求 这 两 条 直线 交点 的 坐标 只 要 求 方程 组 


p 

2x— y-4, 

的 实数 解 就 可 以 了 . 解 上 述 方程 组 得 : 
x-8, »-2. 


所 以 交点 为 Mo(3,2)。 
例 6 求 点 Po(8,2) 到 直线 3Y 一 2?+6= 0 的 距离 
a (图 13 一 17) . 图 13 一 16 


Je BPORIEPQDSEECE EAE 2y46- 0, 
di&a s-2y c6 copio ds 
PoD 的 斜率 为 ~- 全， 


3z-2y+6=0 


ERP DEDEN 
2 
y-i--.(5-8) 
Bn 2xt3y-22— 0, 


解 方 程 组 E 25-6— 0, 
2x-2y-22— 0, 
得 D 点 的 坐标 为 x 2， y=6。 i—i 
d= | P,D| -v(z-s) 1 (6-2)? =V52=7.21. 
根据 例 6 WIE HAES AP oY OHER 4x+B7+C= 0 的 距离 公式 为 


IAxo - By, +C] 
VA a BT 


d= 


利用 这 个 公式 ， 求 点 到 占线 的 距离 可 使 计算 简化 . 


例如 ， 在 例 6 中 点 Pef8,2) 到 直线 3* 一 29+T6=0 的 距离 


-Bxs-C-zpx230], 26 12. 


V3? 4(-23) V3 


d= 


例 7 图 13 一 18 表 示 抑 拉 机 支承 架 的 平面 图 ， 检 验 时 需 
要 计算 孔 心 0 到 边 48 的 距离 ODI. 
解 : 如 点 的 坐标 是 (20,32). 直 线 - 瑟 的 斜率 
K -tg(180* —18?) -一 tg185 一 一 0.3249， 
由 点 斜 式 方程 可 得 直线 47 的 方程 为 
y—32- —0,3249(x — 20), 
或 0,3249x y—38.498= 0 
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|-38.408|  _38.498 


“ LODI TD a ri "vise 095! (ZX). 
E RE 
1, 求 由 下 列 各 组 点 所 决定 的 直线 的 斜率 及 倾角 : 


(1) (1,4),(5,8); (2) (4,2).(8, -2)5 (3) (72, - 1. (7 4,7). 
(4) (9， 一 5) (3,0)3 (5) (3, -5),(8, 1). (6) (5,2).(—4, — 6). 
2,05)1— ERAM ER RARIK, RARUA. 


(0 M, (3,5), K- b (2) M, (4, - 2), RK- 
(3) MyC-1,8),K 25 (4) Mol -5,3), Ks; 
G)M(-2,-4), K- - (6) M, (6,0, K«- 1, 


3, 求 经 过 1,2) ， 平 行 于 x 轴 和 平行 于 y 轴 的 直线 方程 ， 
4, 求 经 过 《3,8) ， 平 行 于 * 轴 和 平行 于 y 轴 的 直线 方程 
5. 已 知 一 直线 的 斜率 为 及 ，y 截 距 为 ?， 试 求 其 方程 . 设 


| (1) K=3,b= -2; (2) K21, b=5; 
G) K- 2, b- 11 (4) K- 0, b=2. 
6. 已 知 一 直线 经 过 、?7。* 点 ， 求 该 直 组 的 方程 . 设 
Q) M,(0,0, — Mi(2,2) (2) M,(1,2), M.G,4) 


(3) Mi(-t1. Mis5,-3) (4) Mi(2,8), M(3,0), 


7. 证 明 下 列 各 是 所 给 的 三 个 点 在 同一 直线 上 : 
Q) (0,0),(2,3),(6,9); (2) €06,0),(7 5,3).(73,9)5 
(3) (4,6).(0,4),(- 8,0); (4) €75,2).C7 1,1),(3,0). 

8. 由 下 列 各 组 条 件 ， 建 立 下 线 方程 : 
(1) iG.) P= 2; (2) 经 过 ( 一 3,3), fü EU 
(3) ib(-:—3). Huh - De; — (4) RA BbE TO. 
(5) 过 (2, 00.01, 73); (6) 过 (2,1)、(2,5); 
(C) Six - 5. yiii- 5; (8) 8E - B. vili - -15 
(9) 过 (一 1,3) (5,3); COMA - 0, IRE- 2; 
ODRA = 7. RE --0.5; Q2 - 2. RM 3 ， 


9,SiH—. SRM, n emma db m. 
10. 求 下 列 各 直线 的 斜率 、x 截 距 、?y 截 距 ， 并 作出 它们 的 图 形 : 
(1) 2x 3y-6; (2) 5x c3y - 185; (3) x+2y= 03 
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(4) y-5- (53); (5) x-3- 0; (6) y* 1-0. 
11. 某 拖拉 机 并 始 翻 地 时 ， 油 箱 中 存 有 40 公 斤 油 ， 翻 地 时 ,每 小 时 要 消耗 6 公斤 油 ， 
试 写 出 油箱 中 剩 油 量 ?( 公斤 ) 与 炙 地 时 间 式 小 时 ) 之 间 的 函数 关系 ， 并 作出 它 的 图 象 . 
12, 某 电源 电压 0 与 电流 [之 间 的 函数 关系 是 线性 函数 ， 且 当空 载 时 ( 即 7=- 0 )， 
电压 如 =230 伏 特 ; 当 电 流 了 = 100 安 培 时 ， 电 压 Z 下 踪 为 220 居 特 。 试 写 出 电 正 克 伏特 》 
与 电流 1《 安培 ) 之 间 的 函数 关系 式 ， 并 作出 它 的 图 象 、 
13. 某 车 闻 测 定 实际 用 的 酒精 的 体积 V7 升 ) 和 温度 帮 *C) 的 数据 如 下 : 


C): o | s 


T( 升 ? 


5.25 | 5.27 


求 表示 了 和 上 之 间 关系 的 经 验 公 式 . 
到 .判断 下 列 各 题 所 给 的 两 直线 闻 些 是 互相 平行 的 ? 哪些 是 互相 垂直 的 ? 


(1) *-3y-2, 2x4 6y-55 (2) 2x— y 28, 2y—4y—-85 
(3) ext y-8, y-3142; (4) 945-0, 2x y-35 
(5) 2x— y 51, 3425-3; (6) 3$--y- 0, — *483y-li 
(1) 5x—-2y-8, | 2545y-01 (8) x43-0, 243-0, 
15. 入 应 取 怎 样 的 值 ， 直 线 入 * 一 y+ 2 二 0 才 和 3% 一 2y 十 6 二 0: 
(1) 互相 平行 ; (2) HAEE. 
16. 求 十 列 各 是 由 琴 直 线 的 交点 : 


(1) 23--y— 1-0, x+2y+ 1=0; (2) x: y -3—0,  3x—2y 4120; 
(3) 24-- y — 8 50, 34 十 23 一 0 — (4) 2X 5y—14/50,4x 3y 1170; 
(5) x-8y-14, x—-5=0; (6 3y+ 1=0, x-6y-8, 
17 .出 下 列 已 知 条 件 ， 建 立 直线 方程: 
O) 经 过 点 (3,6) ， 并 和 直线 ?~ 二 > 平行; 
(2) Éiix-2yt1—052x y= 3 的 交点 ， 并 和 直线 ax y 2— 0 平行 
(3) 经 过 点 (2, 一 3)， 并 和 直线 % 十 y~9~ 038 GS 
(4) 经 过 x 十 y+ 4—05x-2y 1 一 0 的 交点 ， 并 和 直线 8* 一 12y+ 5 一 0 
E; 
(5) 经 过 原点 ;并 经 过 2x+ y 一 8 一 0 与 
8X 2y AMBAE X. 
18, 求 点 (一 2,10) 到 直线 5x 一 1239 —39 的 距 


19. 求 点 (1,2) 到 直线 2% 一 y= 5 ORE, 

20. 有 一 多 边 形 零件 .加工 时， 须知 道 4、 
B. C, DENGI POIRIER, ERE m 尺寸 
RA, (208) 
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复 x H 


LAIAPEA, CAREA (2,0), (7a, 0 GEEEEMRREEURIEHG HARPEN 
迹 方程。 

2. 动 点 PP 运 动 时 ， 它 到 3 轴 的 距离 总 是 它 到 点 (2?,0) 的 距 高 的 两 倍 ， 求 卫 点 的 轨迹 
方程 ， 

soRüB s-wa3y—l1-0.xtV/3y-7—0, x- 1 为 三 边 的 三 角形 是 等 边 三 
MÉ. 

4. 根 据 下 列 各 条 件 ， 决 定 直线 的 斜率 : 

O Rf--$5 (2) 经 过 点 (2,5) 《一 1,2); 


(3) 与 直线 3+ 一 y+5 = 0 平行 ; (4) 与 直线 2x -4y— 3 EH; 
(5) 其 方程 为 3*+6y 一 8 一 0， 
5. 求 下 列 各 直线 的 x 截 距 和 ? 截 距 ， 并 作 图 : 
(1) 2x—y=4; (2) 34 45y—15—0; (3) 4x—3y+12=0; (4) x+5=0. 
6. 一 直线 通过 点 (2, 一 3), 且 平行 于 两 点 (1,2)、( 一 1, 一 5) 的 连 线 ， 求 其 方程 . 
7., 求 过 两 直 线 3x- y-32 0. Ax48y-4- 0 的 交点 ， 且 与 直线 3x 一 2y+2- 0 Y 
行 的 直线 方程 . 
8. 求 证 三 直线 : x+2y-3，2xX+y= 0 ，2x 十 5y 一 8 一 9 相交 于 一 成 。 
9. 设 三 角形 的 三 个 顶点 为 (~1，0)、(3,0)、(0,5)， 试 写 出 其 三 条 高 的 方程 ， 并 证 
明 它们 相交 于 一 点 . 
10, 设 三 角形 的 三 个 顶点 为 (3,5)、(1, 一 1)、(5,1)， 试 写 出 其 三 条 中 一 线 方程 ， 并 
证 明 它们 相交 于 一 点 。 
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第 十 四 章 二 次 曲线 


在 生产 斗争 和 利 学 实验 中 ， 除 了 前 面 讲 过 的 直线 以 外 ， 还 常 遇 到 椭 加 、 抛 物 线 和 双 
曲线 .由 于 这 三 种 曲线 ， 在 宣 角 坐标 系 中 的 方程 都 是 二 次 方程 ， 因 此 它们 统称 为 二 次 曲 
5. 

EARE, HERAA, GNO DURUM ANDE JREOTEXO S BU AE ERGRGE DD 
们 的 标准 方程 ， 然 后 通过 标准 方程 研究 它们 的 几何 性 质 . 


第 一 节 B inmi 


一 、 加 的 方程 

圆 是 最 常见 的 、 也 是 最 简单 的 一 种 二 次 曲线 . 

在 上 一 章 电 。 我 们 已 经 知道 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 以 坐标 原点 为 圆心 ,以 ?为 半径 的 贺 
的 方程 是 : 


gia yt gt, 
用 同样 的 方法 ， 可 以 得 到 圆心 在 任意 点 的 圆 的 方程 。 
设 贺 心 在 点 CCa,5)， 半 径 为 r， 求 图 的 方程 (图 14 一 1 )。 
Xe |l E REB ARM Gc»), BT M AS] Bb C HERE 
于 半径 r， 即 


这 个 方程 叫做 圆 的 标准 方程. 
例如 圆心 在 点 C(3,4)、 于 径 为 5 的 加 的 方程 为 
(x-3) 4 (v-4)* -5*, 
把 ( 1 ) 式 的 左边 展开 ， 并 整理 ， 得 
X* by? 2Gx—2by4a?4 0? 7? 9, 
可 见 ， 任 何 一 个 加 的 方程 都 可 以 写成 下 面 的 形式 
x*.xy*4DaeEy&F-9, (2) 
把 它 和 一 般 形式 的 二 元 二 次 方程 
Ax? + Bxy+Cy +Dx+ Ey--F=0 
比较 ， 可 以 看 到 它 有 这 样 的 特点 ; *? 和 3》 项 的 系数 相等 ， 且 不 为 零 (在 这 里 为 1 ); xy 项 
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Bui 


的 系数 为 零 .《 2 ) 式 叫做 加 的 一 般 友 程 . 
AI 讨论 下 列 二 元 一 次 方程 的 图 形 : 
(1) x54 y-2xi4y-4—- 03 
(2) x? 十 92 一 2X4 十 4 十 5 一 0 
(3) 22 二 2 一 2 一 4y+6=0。 
E: 这 三 个 方程 都 具有 图 的 一 般 方程 的 特点 . AEN: 
(1) 式 化 为 
(x9 —2x21) (Y? Ay 4) 4-194, 
(x—1)? + (y 12)? -3?, 
Son BobdERGO, 72), REOS 2 的 加 《图 14 一 2 ) . 
(2) 式 化 为 
(x 1P4(yi2) 70, 
它 表示 圆心 在 点 ( 1 ,一 2)， 烤 径 为 零 的 圆 ， 就 是 说 它 只 表 
示 一 个 点 ( 1， 一 2)， 


(3) 式 化 为 
《Y 一 1)2 (y+2) = —1. 
这 个 方程 的 右边 是 负数 ， 显 然 ，*、? 取 任 何 实数 值 都 不 满 图 14 一 2 


足 这 个 方程 ,所 以 它 没有 有 图形. 
$62. oRxbO(0,0), M,(1,0, M:(4,2) 三 点 的 圆 的 方程 ， 并 求 下 圆 的 半径 和 贺 
DIE 
解 ， 设 所 求 圆 的 方 称 为 
xS ty. DxexEy-F-0, 
IPD, E, FERRER UDUAO, M, M EEE, BE TT09 As BLA LEH RI 
RARD, E, Fi—o5 Uo RE 
F-0, 
fp rE+F+2= 0， 
(par 20= 0. 
解 得 F=0, D=-8, E- o, TERREI ZEN 
xt. yf-8x65-0. 
配方 得 (x 4) +(y+3)?= 82, 
因此 圆心 的 坐标 为 (4 ,一 3 ), 半 径 为 5 。 
PIS RA +y? = MER y= 2x 的 交点 (图 14 
一 3) . 
M: 同 求 两 条 直线 的 交点 一 样 ， 要 求 和 2 十 和 2= 25 和 
?=~2x 的 交点 的 坐标 ， 只 要 求 方程 组 
t 十 %2 一 259 


ym | 
的 实数 解 就 可 以 了 , 解 上 述 方程 组 得 : 
254 


fev Xs- 5> 


P= 5j avs. 
因此 交点 的 坐标 为 (一 5, —2v/5), (V5, 2V^8). 
二 、 举 标 轴 的 平移 


平面 上 点 的 坐 妹 和 曲线 的 方程 是 对 给 定 的 坐标 系 来 说 的 。 同 一 个 点 ， 在 不 同 的 坐标 
系 中 就 有 不 同 的 坐标 ; 从 而 ， 同 一 条 曲线 ， 在 不 同 的 坐标 系 中 也 就 有 不 同 的 方程 . 

例如 ， 设 有 两 个 坐标 系 soy 和 xoy (图 14 一 4)， 它 们 的 坐标 轴 分 别 平行 ， 即 * 办 
FFFA YAPT M, 醒 且 它们 的 长 度 单位 都 
相同 ， 那 末 , 点 0 在 坐标 系 xoy 的 坐标 是 (2 ，3 ); 而 
它 在 坐标 系 *o'y 的 坐标 就 是 (0，0 ). 

对 于 坐标 系 *0y 来 说 ， 圆 心 在 点 0'、 半 径 为 5 的 
Bb EJ SE 

(4-2)! t (y -3)* 5255 
XDPBSOESGAHUY 来 说 ， 它 的 方程 就 是 
XY 5 

共 上 面 的 例子 可 以 看 出 ， 昌 然 点 的 位 置 没有 改 图 14 一 
变 ， 了 曲线 的 位 置 、 形 状 和 大 小 没有 改变 ， 但 是 由 于 坐标 系 的 改变 ， 点 的 坐标 和 时 线 的 方 
程 也 会 随 着 改变 从而， 如果 我 们 把 堂 标 系 适 当地 变换 ， 曲 线 的 方程 就 可 以 化 简 . 

当 汲 标 办 的 方向 和 长 度 单位 都 不 改变 ， 只 改变 原点 的 位 置 时 ， 这 种 坐标 变换 叫做 洗 
标 轴 的 平移 或 简称 黎 轴 ， 

WALS, voy EBBER, oy BERERA. 
3e SR i gi eO 在 上 坐标 系 中 的 坐标 是 (ea,5) 。 

设 平面 上 任意 一 点 对 在 旧 坐 标 系 voy 中 的 坐标 是 
《x,y) 和 新 坐标 系 *e'y 中 的 坐标 是 (% y). MRAR 
14 一 5 容易 看 出 ， 新 旧 坐 标 之 间 有 如 下 关系 : 


(3) 


， | (4) 


C3 ) 式 和 ( 4 HEU MCA at 
Bl 如 图 14 一 6， 平移 举 标 轴 ,把 原点 黎 到 

O'(3, 一 名 .来 下 列 各 点 的 新 坐标 : 

00,0): A(3, —4)1BC0,3);C(6,0)3D(— 2, 8). "EN 
解 ， 由 ( 4 ) 式 知 
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poe 
WV = 
把 已 知 各 点 的 月 坐标 分 别 代入 ， 就 得 到 它们 的 新 坐标 依次 是 O{ 一 3，4 ); A(0,0); 
D(-8,1)5; C(3,4); D(—5,1). 
例 2 THERM, 把 原点 萝 到 O 〔(- 1， 一 2)， 设 一 图 在 旧 坐 标 系 中 的 方程 是 
aty +t Ay -&— 0， 求 在 新 坐标 系 中 的 方程 ， 


JF EH A CURE AI BERG FEE. 
解 : 把 p 1. 
y-y-3, 
代入 图 的 方程 得 


(x -1Y +y- 2)? 4 2(x'—1) 
*4(y-2)-4-0 
化 简 后 得 s?a yso, 
HERRAN RAEE ER 14 — ? zs. 


1. 已 知 下 述 条 件 。 求 加 的 方程: 
O) BORRE, 2), PEE ^1 
(2) Bb RIAM IEG.5). UL vitis 
G) Bom gs gEGO). MAERO, 3). 
2 FFHRSISNSISLDRREPAS, JA E RRE: 
(1) x? +y? —8x-FAy—5- 0; 
(2) z4* + 259 - 24-2 —1— 0; 
(5) x? c y* 6x 0; (4) x* +y? -8y- 0, 
3, 求 经 过 4C0,1) ,BX0,6) 和 CC3,0) 三 点 的 加 的 方程 ， 
4, 某 零件 的 剖面 形状 如 图 ，4 为 图 强 ， 测 得 园 强 上 三 点 的 化 标 为 P, (0,40) . P; 
《30,50) 和 己 K(70,30)， 试 求 加 心 的 仅 枝 和 半径 之 长 . 
5 , 某 地 建造 一 座 距 度 4B 一 8 米 ， 矢 高 &= KARME OLA) ， 每 隔 1 米 紧 一 根 
TOR. RERO PHK. 


R 


CREE ar ta a E 


(第 4 题 ) (第 5 题 ) 


6 REH y= R + y? 一 8 的 交点 的 坐标 、 
7. 某 零件 尺寸 如 图 所 示 ， 试 计算 交点 4、B、C 和 和 
Dis ER. 
8. 求 加 x 十 y=100 在 点 (6,8) 处 的 切线 方程 ， 
9. 求 以 C1 和 4) 点 为 加 心 ， 且 与 直线 4% 一 3》 一 4~= 
0 帮 切 的 辑 的 方程 . 
10. 平 移 华 标 轴 ， 把 原点 移 到 0"( 一 4,5)， 求 下 列 
各 点 的 新 坐标 ,并 画册 新 旧 上 坐标 轴 和 标 册 各 点 : 
A(3, - 6))BCT 0); CC- 4,5); D(0, — 8). (第 7 题 } 
11 .经 过 移 轴 后 ， 原 点 移 到 0 (3,-2) ，4A.、B,C 各 点 的 新 坐标 分 别 是 (4, 一 5)， 
《0, 一 6)、(3,2)， 求 它们 的 旧 坐 标 ， 并 画 出 新 上 昌 坐 标 轴 和 标 出 各 点 . 
12. 平 移 举 标 轴 ， 把 原点 移 到 0'， 求 下 列 各 曲线 的 新 方程 ,并 通 出 新 旧 坐 标 轴 和 各 方 
程 表示 的 图 形 . 
(1) w=4, 0(—2,4); 
(2) 3x-4y—6, O'(2.0) 
(3) x +y? -ax - 2 0, O'(2,1). 


第 二 节 M gm 


一 、 椭 贺 及 其 标准 方程 

椭 贺 是 常见 的 一 种 曲线 . 例如 行星 的 运行 轨道 是 贿 向 ) 某 些 机 械 零 件 的 外 形 是 情 
两 ; 圆柱 面 被 平面 斜 埠 ， 截 得 的 交 线 是 儿 圆 . CAWET AER H Em a. 下 
渤 方法 : 在 钢板 上 取 定 两 点 下 ,、fs， Q—RKE— ERAMANA E 
定 在 所 取 定 的 两 点 上 ， 用 划 针 把 强 子 拉 紧 ， 使 针尖 在 
钢板 上 慢 慢 移 动 ， 就 可 以 画 出 一 个 刁 加 (图 !4 一 8) . 

从 上 面 揭 作 图 中 ， 我 们 可 以 看 出 ， 烛 疯 上 任何 一 
点 型 到 两 定点 大 :和 Fe 的 焉 离 的 和 部 等 于 这 条 绚 子 的 
KE. 于 是 我 们 给 于 椭圆 的 定义 如 下 ;: 

定义 ”如 果 平 而 内 一 个 动 点 到 两 个 定点 的 虑 离 的 
和 和 等 于 定 长 ， 那 末 这 个 动 点 的 轨迹 叫做 椭圆， 这 两 个 
定点 本 做 椭圆 的 焦 点 ， 两 个 焦点 加 的 下 离 叫做 焦 下 。 

根据 上 面 的 定义 ， 我 们 米 推导 丹 圆 的 方程 

取经 过 两 个 焦点 ME WARE, REF Fa 
的 垂直 分 线 作 > 轴 ,建立 坐标 系 《 图 14 一 9). 

DEBBIE REGE 20 (0270), XE P... Peg 
Pale 0). Ce 0). 

WM, y) MEERES — Ho CEA HR 
Fi、 工 > 的 距离 的 和 为 2&(4a 一 0)， 那 末 疼 14 一 9 
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| MF, |+| MF, |- 28, 

» VUES) cy a Y (x60)! a y? -2a, 
Bm. 得 VFA Ly = -V aF y, 
两 端 平方 , 得 。 (ene +y? caa? any (x — ey +y (e)? e y*, 
ERER $ av o y? =a? cx, 
两 端 再 平方 ， 得 a][(x—6)t- y?2-a* — 2a?cx oc? x? , 
化 简 ， 得 (a? — cà)? a? y? = a? (a? — c2), 

HIBDA— 938i. 2020, Bible, itat ce RES. Wat- ih eit (omo), i 
入 上 式 ， 得 


Dx*4a*?y*? gs, 


两 端 同 除 以 a*5*， 得 


b" {5) 


你 点 的 距离 的 和 是 24， 集 路 是 2c， 两 焦点 的 沧 标 是 F1( -0 0), Fyle 0). Ji 
eV EB 
例 如果 在 图 14 一 8 中 绳子 的 长 是 10, 焦 点 的 距离 是 8, 写 出 所 画 的 棋 贺 的 标准 方程 。 
解 : RERE F h FE MEETS RAIH. 


24-10. 26— B, 
^ 95. 6-4. 
co 06 -af-:0—8*—42.9, 
ELIC BE ERAS LU Ae 27 8 
at 


P Y ou 
25 9 


=. MESSER 
MERMR EE NB LT kE 2 E 


o oy 
TE t ge T (00) (5) 


来 研究 它 的 性 质 。 
1 .对称 竹 
从 图 14 一 9 ID. REIS 
2. 硕 点 
由 方程 《5 ) HAMAR AFAA, MA a OM RIMTFBO b) 和 
B. -OJER ( 轿 14 一 10). A, A^, B, P WARMED. ET NEG IR 
个 顶点 就 能 西 出 它 多 草图 。 
3. 长 斩 和 类 加 
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+ deg RGCTPOM. VARRAR. 


REA 4 叫做 椭 网 的 长 轴 ， 它 的 长 等 于 20 线 段 ， 
B' BM 做 衫 贺 的 怒 轴 ， 它 的 长 等 于 25。 两 轴 的 交点 叫 
做 构图 的 中 心 .很 明显 ， 枯 加 的 焦点 在 长 轴 上 。 

a 叫做 梯 贺 的 长 半 轴 ，5 叫 做 补 贺 的 得 半 外 、 

如 果 6 一 5， 方 程 ( 5 ) 谢 变 威 人 2 十? 一 42， 可见， 
BL EIER RR HE D 

例 1 RM 16x* +257? = 400 的 长 。 短 半 畏 。 
顶点 和 焦点 的 坐标 ， 并 画 出 它 的 图 形 . 

解 ， 把 已 知 方程 化 成 标准 方程 ， 得 


28 ' 16 
所 以 a- 5, b-A, 0€—1725—-16-8. 
PROC AIREBO IL RU REAQCS, 0). d'(—5, 0). B(0, 4), B'(0, —4), ZARA 
J&F,(-3, 0)füPa(2, 0), 


Hi162? 25 y? -400, f y— ELTE (—5xx 5). 
给 x 以 一 系列 的 值 ， 求 出 3 的 对 忆 值 (内 计算 在 第 一 象限 具 的 信 ) ， 得 下 表 : 


7 
otaij2,3 4.5 


x 


A [3.9 3.713.2|2.4 0 


EERE FEL E JE A. JU — ROTE RU HR PR 
把 它们 依次 连接 起 来 ， 就 得 到 椭圆 在 第 一 象限 内 的 图 
形 ， 再 利 岂 桶 贺 的 对 称 性 ， 就 可 以 本 出 裙 加 的 图 形 
{图 14 一 11) 。 

如 果 樟 回 的 中 心 在 原点 ， 焦 点 在 》 轴 上 ， 长 半 轴 
仍 为 4， 短 半 铀 仍 为 #， 那 末 它 的 方程 是 


sto yt 
uir gi 
$492 求 炸 国 9x* +4y?=36 的 长 、 短 尘 轴 , 焦点 
坐标 ， 并 画 出 它 的 图 形 . 
R: 把 已 外 方程 化 成 标准 方程 ， 得 


一 1 (a=b=0), 


Bi 4-3 bom cy 94 V5. 
TUER ILE LL f SX JEP (0. - V 5 )fRF, (0, 
V5). CAREMA ER. 
Bii 我 国 发 射 的 第 一 颗 人 造 地 球 卫星 ， 它 的 运 图 14 一 12 
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行 轨道 是 以 地 心 为 一 个 焦点 的 本 圆 。 卫 旦 离 地 面 最 
BE - 439 公 里 ， 最 远 距离 22 一 2384 公里 ， 地 
球 半径 尺 = 6371 公 里 . 试 按 图 14 一 13 所 示 的 坐标 系 ， 
建立 这 个 精 加 的 方程 . 
We GRE E. MEHSANA a, b. 
M G—c- RA, = 6810; 
acc Roh, - 8155, 
4—1782.5 (XH) ， 
c=972,5 【公里 ) ， 
站 582.53 一 972.55 
=7722 (公里 ) 、 
办 此 席 求 轨道 的 标准 方程 是 


图 14 一 13 


如 果 杭 而 的 中 心 不 在 不 点 ， 而 在 点 (o, X) 
处 ， 长 轴 平 行 于 + 办 ， 短 秋平 行 于 ? 加 ， 长 灶 轴 为 
4 ， 短 半 轴 为 ， 求 它 的 方程 . 

如 图 14 一 14 所 了 示 ， 平 移 坐 标 办 。 将 原点 移 到 点 
O'Gm, y), MERE ERR roy. PA MEE 
xoy' 中 的 方程 是 


+ =l 
d v 图 14 一 14 
根据 平移 公式 
poe 
了 一 
代入 上 面 的 方程 。 就 得 到 梢 圆 在 旧 举 标 系 10y 中 的 方程 


Bii PREM, DUBIE) 4x7 -+9y? 一 65 十 189 一 23= 0 化 为 标准 方程 ， 并 画 
出 它 的 图 形 . 
R: 把 方程 按 x、y 配方 ， 得 
A(x* — 2x) +9 y+2y)=23, 
A(x* -2x--i)-9(y? 23 -1) 2 2349, 


即 (x1) + oy +t1) =36, 
z [L O 
或 9*4 1 


Ws-icc, y+l=y', BHFEAR: 


pe 
y-y'-1, 
代入 上 面 的 方程 ， 得 
EAM 1. 
3: 
CEU BL TERR AR voy 中 的 标准 方程 ， 它 的 
中 心 在 点 0 ， 长 半 轴 为 3 ， 短 半 轴 为 (14—15). 图 14 一 15 


工 求 下 列 精 贺 的 长 、 短 半 轴 ， 焦 点 的 坐标 ， 并 画 出 它们 的 图 形 : 
Y 


2 z 和 2 
a) At VES ORELL LEE 
(3) 9x? 16y? 2 144; (4) 25x? 93? — 100; 
(5) x? 125 y* 225; (6) 22? —1— yê, 


2 REFIRA, BRANE (KME cB b, MME y E): 
(1) 长 轴 的 长 等 于 6 ， 短 轴 的 长 等 于 4; 
(2) 两 焦点 间 的 距离 等 于 8 ， 长 轴 的 长 等 于 10; 
(2 两 向 的 距离 等 于 6 ， 和 氮 轴 的 长 等 于 23; 
(4) 长 、 短 半 轴 的 和 等 于 10， 两 焦点 间 的 距离 等 于 4 5, 
3. 油 锥 车 上 的 油 碾 的 横 截 面 是 习 加 ， 栅 圆 的 长 轴 是 1.6 米 , 短 轴 是 1 米 ， 试 写 出 长 、 
ith SL x i. y 轴 上 的 椭圆 方程 。 
4. 贺 坊 上 的 人 和 孔 形状 是 糖 贺 ， 它 的 长 、 短 轴 尺 寸 如 图 所 示 ， 试 写 出 椭 贺 的 方程 . 
5. 汽 轮 发 电机 冷凝 器 的 进 气 室 侧 板 如 图 中 的 斜 线 部 分 ， 弧 4BC 是 情 圆 的 一 部 分 ， 崩 
的 长 半 轴 4=1556 毫 米 ， 短 半 轮 -1475 毫 米 ， 求 师 4BC 的 方程 。 


《第 4 题 ) 
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6. 我 国 发 射 的 第 二 颗 人 车 地 球 卫星 ， 它 的 运行 轨道 是 以 地 心 为 一 全 焦点 的 炳 贺 、 卫 
星 离 地 曾 最 和 近 距离 是 266 公 里 ， 最 远 距 离 是 1826 公 里 ， 地 球 半 径 是 6371 公 里 , 求 这 个 构 癌 
BE. 

7. 平 移 坐 标 加， 将 下 列 畏 圆 的 方程 化 为 标准 方程 ， 并 画 出 它们 的 图 形 ; 

(1) x? Ay! -2x-16y1-0; (2) 4x*—8x-£ 95! —36yt4— 0; 
(3) 23 +y? FAx -4y 2-0, 
8 RB BIST 4y - 2888 HE 2y -1— 0 的 交点 的 坐标 。 


第 三 季 45 物 线 


—. HREREGXASE 

现在 我 们 来 研究 搜 物 线 . 

把 一 很 直 尺 圈定 在 丽 图 板 上 盘 线 ! 的 位 置 上 ， 青 把 一 块 三 角 板 的 一 条 直角 边 紧 靠 着 
直 尺 的 边缘 (图 14 一 16) . 把 一 条 无 伸缩 的 绳子 的 一 端 固定 在 三 角 板 另 一 条 直角 边 上 的 
一 点 4， 鹤 取 强 了 的 长 等 于 从 4 点 到 直线 ?的 距离 4C， 并 且 
把 绳子 的 另 一 端 辕 定 在 画图 板 上 的 一 点 下 ， 用 一 支 销 笔 扣 着 
绳子 ， 紧 靠 着 三 角 板 的 这 条 直角 边 把 强 子 绷 紧 ， 然 后 使 三 角 
厂 紧 靠 着 直 尺 上 下 滑动 ， 这 样 铅笔 就 描 出 一 条 曲线 ， 这 条 曲 
线 明 做 儿 物 线 ， 

由 上 面 的 画 风 中， 我 们 可 以 看 到 抛物 线 上 任意 一 点 邓 到 
上 的 距离 和 它 到 直线 ! 的 距离 是 相等 的 ， 即 MF-MC, 于 是 
RAT UNUS RR RE SC: 

定义 METHA TA HRS) T ERGO UAE SE ECALI 图 14 一 16 
亚 离 相等 ， 那 末 这 个 动 点 的 轨迹 叫做 趴 物 线 .这 个 定点 叫做 
p RREAN HB) A nue R. 

根据 上 面 的 定义 我 们 来 推导 抛物 线 的 方程 . 

RAIRA LEEPER! HAREA) EFDA RRE 
了 DF 的 亚 袜 平分 线 作 ? 轴 


WDF-P, Wf IRAE. 0) ER 


1 的 方程 是 x~ — T. 
设 M(x，y) 是 儿 物 线 上 的 任意 一 点 , 作 MOL 1， 

ak amema- T. v ). 
7" (MF]-| Mọ] 


LH y -fy * » =x+ P B17 
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两 端 平方 ， 得 (2-7) +19 (+£), 


aa Pat Pe sesta Pra D, 
4 4 
于 是 得 ENON (6) 
这 里 P— 0 . 方程 (5) PHEQROLARISEORODEL. ROPIDEDSROS MUR A, CHEA 
EFS, o) okamsmR: i 


抛物 线 是 常见 的 一 种 曲线 .例如 炮弹 运行 的 轨道 是 一 条 抛物 线 ; 又 如 探照灯 、 汽 车 
前 灯 的 反射 镜面 ， 它 们 的 纵 断 面 的 截 线 也 都 是 抛物 线 。 

I. eR HERE 

1. 对 称 性 
由 图 14 一 17 可 以 看 出 ， 所 给 抛物 线 关 于 * 轴 是 对 称 的 ，x 轴 叫做 抛物 线 的 加。 

2. 顶 点 

抛物 线 和 它 的 对 称 轴 的 交点 叫做 浙 物 线 的 顶点 ， 抛 物 线 》? 一 2Px 的 顶点 在 原点 . 

3. 张 日 方 向 

抛物 线 是 向 某 一 个 方向 张口 的 网线 ， 例 如 7 = 2Px (P=0) 是 向 右 张口 的 抛物 线 . 

抛物 线 的 方程 、 焦 点 和 准 线 的 位 艾 与 誉 标 系 的 选择 有 关 。. 现 将 抛物 线 的 四 种 标准 方 
程 及 性 质 列表 如 下 : 


例 1 db AC = 4x 的 焦点 的 坐标 和 准 线 方程 并 画 出 图 形 . 
解 : P-c£. RATHER., 0) ， 准 线 方程 %= 一 1 . 
给 x 以 一 系列 的 值 ， 求 出 ?的 对 应 值 ( 只 计算 在 第 一 象限 内 的 值 ) ,得 下 表 : 
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在 坐标 平面 上 描 出 上 表 各 点 ， 用 一 条 光滑 的 曲线 
把 它们 依次 连接 起 来 ， 就 得 到 抛物 线 在 第 一 象限 内 的 
图 形 ， 再 利用 抛物 线 的 对 称 性 ， 就 可 以 一 出 它 的 图 形 


《图 14 一 18) . 
例 2 已 知 搞 物 线 的 顶点 在 原点 ， 关于 Hos i 
称 ， 并 且 经 过 4 (4 ,一 5》 点 ， 求 抛物 线 的 方程 (图 ls 
14—19). 
fü: BCS ELA ERES DICE RUN. DÀ y 轴 为 对 v 
Rao FLASAU, 一 5) 点 ， 所 以 它 的 方程 是 o 
x? = —2Py (P=0), z 
因为 4( 4 ， 一 5) 点 在 抛 驳 线 上 、 所 以 
16—10P, TuS 
MA, -5 
8 
P-g. 
Hit, HREJE "M 
soy, 


A3 FELEM, PWY RH F 3-4 P -x- 2 化 为 标准 方程 ， 并 画 出 它 的 图 形 ， 

解 : 志方 程 们 为 x'-aw-aya 8B. 
配方 ， 得 3 一 4 十 4 一 4 B d. 

(x—3)?—54(v43). 
dRos-2—-5, yc3-5'. Spr P MA 
= +, 
代入 上 面 的 方程 ， 得 
agy" 
这 是 抛物 线 在 新 华 标 系 E 多 中 的 标准 方程 , 它 
顶点 在 0' ， 对 称 轴 是 》' 轴 《图 14 一 20). 
MUUE S 
= ax? 十 8 十 (42-0) 
的 图 象 是 一 AREMT y S E pg x. 

例 4 — SERURUS PURI ZENUM. MEAE REX HER RS. RUE GET 
BÉBQESUN (CEU TOPADROERCK (14—21). 设 风 管 的 直径 为 4 ， 管 中 心 的 风速 为 
ye， 求 风 管 中 风速 的 分 布 另 数 . 

解 : 取 坐 标 系 *Yov 如 图 14 一 22 捧 未， BT AOT EOS 
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图 14 一 20 


v= ax? tbx +e, 
3Upa boxes. MTAA), B(2,o), c(-Žo Ettak aree 
们 分 别 代入 方程， 得 三 元 一 次 方程 组 : 

oC, 


d? d 
o= qa gbtC, 


Q4, d 
0-qa-Sb4C, 


解 得 Cow.b-o a- 一人 让 ,代入 原 方程 得 风速 的 分 布 函数 为 


图 14 一 21 图 14 一 22 


例 5 物体 从 离 地 面 45 米 的 高 处 自由 落下 ， 如 果 取 重力 加 速度 g=10 米 / 秒 :《 注 :一 
般 g 取 作 9.8 米 / 秒 *， 为 了 计算 方便 ,这 里 取 g =10 米 / 黎 *) 。 求 : 
(1) 物体 在 ! 稍 后 距离 地 面 的 高 度 4 和 时 间 i 之 间 的 函数 关系 ; 
C 写 出 它 的 定义 域 ， 并 作出 这 个 孙 数 的 图 象 } 
(3) 经 过 1 移 钟 、2 秒 钟 后 ， 物 体 离 地 面 的 高 度 各 为 多 少 ? 
Wu 《1) 物体 从 45 米 高 处 自由 落下 ， 开 始 时 初速 度 为 零 ， 由 于 受 地 心 引力 的 影响 ， 
下 落 时 产生 重力 如 速度 sg .如果 秒 钟 后 ， 多 体 从 4 点 落 到 B 点 (图 14--23) ， 那 末 经 过 


的 距离 为 二 gta, 物体 离开 地 面 的 高 度 h 一 45 一 十 8 红 ,把 g 一 10 代 入 , 即 得 所 要 求 的 hI 之 
问 的 通 数 关系 


h—45— 512, 


(2) 因为 函数 =45 一 5f2 h, 
AZRE! > 之 0 ， 因 变量 天 这 0 ， 妆 
h= 0 时 ,由 45 一 5t?=0， 得 i=3, 所 
以 函数 的 定义 域 是 0 b 3 。 

函数 的 图 象 是 抛物 线 在 第 一 象限 
中 的 一 部 分 (图 14 一 24) . 
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(3) 3 i=1 秒 时 ， h-45—-52400R); 
1 i = abit, h-45-5x(2)? -28CR). 

E. Wai nC SEE 

34s LOS CB XE RUE RE — A MEE Hh ICE RE HA SE. oes n 
将 光源 放 在 扫 物 线 的 焦点 位 置 上 ， 经 旋转 抛物 镜 反 射出 去 的 光线 必 平 行 于 对 称 轴 【 图 14 
—25). 

毛 主 席 教导 我 们 : “理论 的 基础 是 实践 ， 又 转 过 来 为 X 
践 服 务 。” 根 据 扫 物 线 的 光学 性质 ， 人 们 把 探照灯 和 汽车 前 
灯 的 反射 镜 都 做 成 旋转 抛物 面 的 形状 ， 光 源 放 在 焦点 上 ， 光 一 
线 经 镜面 反射 后 形成 平行 光 福 ， 可 照 得 很 远 ; 反 过 来 ， 旋 转 
抛物 面 也 能 将 平行 于 对 称 轴 的 光线 汇 隧 于 焦点 ， 产 生 高 温 。 — 
太阴 灶 的 聚 光 镜 就 是 根据 这 种 原理 制 成 的 《太阳 光 近 似 于 平 
FHR). 加 14 一 25 

Bi 汽车 前 灯 的 反射 镜面 为 旋转 抛物 而 ， 已 知 灯 口 直径 
为 20 厘 米 ， 深 度 为 10 厘 米 〈 图 14 一 26). 问 灯泡 应 安装 在 什么 
fum tr 

解 : 显然 灯泡 应 放 在 焦点 了 处 ， 

SOEUR *oy， 如 图 14 一 26 所 示 ， 于 是 抛物 线 的 标 
准 方程 应 是 


A0,10) 


y! -2Px. 
由 灯 口 直径 和 深度 ， 可 得 灯 打 上 4 点 的 坐标 为 (10,10)， 
它 在 抛物 线 上 ， 因 此 
101 =20P, 
P=5. 
所 以 焦点 下 的 坐标 为 《2.5， 0) 。 
签 : 灯泡 应 装 在 上 距 灯 廊 2,5 OK Abo 


习 AH 
1. 求 下 列 独 物 线 的 焦点 坐标 ， 准 线 的 方程 ， 对 称 输 ， 开 只 方向， 并 画 出 它们 的 图 
3: 
Q2 y «1625 (2) y! «-2:5 
(3) x? —8y= 03 (4) 2x' 2 — 16y, 


2. 根 据 下 列 条 件 ， 建 立 抛物 线 的 方程 : 
O) 顶点 在 原 闵 ， 焦 点 是 F (0, 4) ; 


(2) 顶点 在 原点 ， 准 线 的 方程 是 o1, 
O 焦点 是 F( 0 ， 一 十)， 准 线 的 方程 是 y =h; 
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(4) 标点 在 原点 ， 关 于 x 轴 对 称 ， 并 且 经 过 4( 2, — 5). 
(5) 通过 4( —2,0), B(0,0), C(1, 3) 三 点 ， 且 对 称 轴 平 行 于 fi. 
3. 建 筑 上 采用 的 鱼 腹 粱 ， 其 下 缘 为 抛物 线 ， 尺 十 和 坐标 系 如 图 所 示 ， 求 此 抛物 线 的 
方程 
4, 一 撒 物 线形 的 换 桥 ， 拱 高 为 <。， 拱 宽 为 2 〔 见 图 ) ， 求 这 条 挑 物 线 的 方程. 
5. 炮 弹 运 行 轨道 是 一 条 抛物 线 .已 知 某 连 击 炮 的 最 大 射程 为 150 米 ， 最 大 高 度 为 160 
米 ， 在 如 图 所 示 的 坐标 系 中 ， 求 炮弹 的 轨迹 方程 ， 并 求 出 距 高 炮 位 30 米 处 炮弹 的 高 度 h。 


《第 3 题 ) (第 4 题 ) (第 5 题 ) 
GF EA sis 把 下 列 抛物 线 的 方程 化 为 标准 方程 ， 并 画册 它们 的 图 形 ; 
(0) y! -8x—16— 05 (2) 3313 -6ex c y= 0; 
(3) x? —6óx—6y—21— 0; (4) y! r2y 2x 45-5 0. 


7 探照灯 的 灯 口 直径 为 80 厘 米 ， 深 度 为 40 厘 米 ， 问 灯泡 应 安装 在 什么 位 置 上 ? 


第 四 节 X gd oH 


一 、 双 曲线 及 其 标准 方程 

下 三， 我 们 再 来 研究 双 曲 线 ， 

取 一 拉链， 拉 开 它 的 一 部 分 ， 在 拉 开 的 两 边 上 各 选择 一 点 ， 分 别 固定 在 定 AT, 和 
下 :上 ， 使 两 边 的 交点 1 到 FF 的 距离 减 去 到 下, 的 阶 离 的 差 等 于 所 给 的 定 长 24 (0 0), 
如 册 14 一 27, 把 铅笔 放 在 M 处 ,于 是 随 着 拉链 的 逐渐 拉 开 或 闭 氟 ， 钠 笔 面 出 曲线 的 一 支 ， 
这 一 支 上 任何 一 点 寻 到 下 ,的 降 离 减 去 到 ,的 险 离 的 
差 都 等 于 这 个 定 长 ,如 果 再 将 两 机 在 F, 和 互 , 的 位 置 对 
调 一 下 ， 同 法 可 面 出 曲线 的 另 - 支 。 这 一 止 线 叫做 双 
曲线 ， 它 的 定义 如 下 ; 

定义 ”如 果 平 面 内 一 个 动 点 到 两 个 定点 的 距离 的 
其 的 绝对 值 等 于 定 长 ， 那 末 这 个 动 点 的 轨迹 叫做 双 曲 
线 ， 这 两 个 定点 叫做 双 有 曲线 的 焦点 ， 两 个 焦 发 癌 的 距 
离 叫做 焦 芥 . 

根据 双 曲 线 的 定义 ,我 们 来 推导 出 双 曲 线 的 方程 。 

取经 过 两 个 焦点 Fi MF MERNIH RE Buc 
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FF: 的 垂直 平分 线 作 y 办 《图 14 一 28) 

设 双 曲线 的 焦距 是 2c (02-0) , WREEF BAR 
慰 分 别 是 (一 c，0) 和 (e 0). 

TERM (x, y) 是 双 曲 线 上 的 任意 一 点 ， 它 到 两 个 
焦点 1, 的 距离 的 差 的 绝对 值 是 定 长 24 (4 一 0) , 
Es 

| MF, |-| MF, |= 4:22, 


Bp Ye) xy! -Vi(x-ey y) 
-:2a. 图 14 一 28 
化 简 ， 得 (e! -a!)a? - a? y? - at (e! a1), 


HEE, 24-020, BpUAcc-a, ipo  —a! BER She —ate bi (0-0), 
代入 上 式 ， 得 


Ba! catyrcatla, 
"n 
wo ai 


a 
方程 ( ? )n EUH RE EORR. XC UEBER RU AR 它 上 面 的 点 到 两 焦点 的 距 
离 的 差 是 24， 焦 距 是 20， 两 焦点 是 Fi( 一 ce，0) 和 FF,(c，0)， 其 中 oc 一 Ri 也。 

例 已 知 双 曲线 的 焦点 是 F1( 一 5，0) 和 F (5,0)， 动 点 到 两 焦点 的 距离 的 差 是 6 ， 
求 它 的 方程 。 

解 : 由 题 意 知 ce= 5 ，4= 3 ， 所 以 


boc —a"=5*—3*=16, 


因此 所 求 的 方 稳 是 
de. 
= XB MEE 
现在 我 们 根据 双 曲线 的 标准 方程 
PES E e 
来 研究 它 的 性 质 . 
1 对 称 性 


由 图 14 一 28 可 以 看 由 ， 双 曲线 -二 -一 -六 -~ 1 是 关于 x 轴 、2 轴 和 原点 对 称 的 图 形 ， 
2.0 


BICT ERU ARE e SPA Ca 0) A (— 0 RES SEU BUR BTE CIE La 29), 
A, A 两 个 点 叫做 双 曲 线 的 项 点。 
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3, 实 轴 和 患 轴 

线段 4.4 叫 做 双 曲 线 的 实 轴 ， 它 的 长 等 于 24，4 叫 
做 双 曲 线 的 实 半 轴 . 在 y 轴 上 取 两 点 B(0,5). B' Co, 
—b), RE B'B 叫做 双 曲 线 的 点 轴 ， 它 的 长 等 于 2b, 
DC: Reip ITA ee 
强 的 中 心 .很 明显 ， 双 曲线 的 焦点 在 实 轴 的 延长 线 上 . 

4, 渐 近 线 

由 图 14 一 28 可 以 看 出 ， 双 昌 线 是 远离 其 中 心 无 限 
伸展 的 曲线 。 我 们 水 研究 双 曲 线 上 的 点 ， 当 它 远离 中 图 14 一 29 
心 时 的 趋向 . 

由 又 曲线 的 对 称 性 ， 我 们 先 研 究 双 册 线 在 第 一 象限 内 的 部 分 。 


EX-ARN. c0, yog doi. A 


b sorn Í 7o b 
73 ms -a-nebs 


Wy-b mia. 
HLERUSASUTRO EP-A GURAGUETNR y -AHTI Qe tox 
BRAE WFA ERREFE Mbi- TL ARRITI RRAN MMAM 


RUR AME NA Eu MLEREARPOD Xl E EUER y -SREM 
接近 (图 14 一 30) 。 

同样 ， 双 曲线 在 其 他 三 个 象 归 内 的 点 也 有 相同 的 性 质 ,这 两 条 直线 [| 租 双 曲线 的 
BOB (图 14 一 31) ， 

BALETE: MURT- 六 -一 1 WADE RUE y obe 


例 1 试 将 双 曲 线 9x: 一 16y? ~144 化 为 标准 方程 ， 并 且 求 它 的 实 半 轴 与 虚 洲 轴 ， 焦 
点 坐标 和 渐 近 线 的 方程 ， 


解 : 把 方程 化 成 


得 a=4, b-3. 因为 c= a+b V16 十 9=5， 所 以 焦点 是 F, (一 5，0) 和 


P, 《5;0)。 浙 近 级 的 方程 是 sis. my eas, BOE Ia. 
将 方程 《7 》 中 的 变量 * 和 》 写 相交 换 ， 便 得 


1 (8) 
AH (8) RE-RAR KANS KUERE K 
于 轴 是 ^， 虑 半 轴 是 83， 焦点 是 Fi(0， 一 9)， 五 :04c)， 源 
过 线 的 方程 是 y = 士 末 4 它 的 图 形 如 图 14 一 32 所 示 。 
812. 将 双 曲 线 9y* - 162 =144 化 为 标准 方程 , 并 求 
出 它 的 实 举 轩 与 点 六 轴 ， 集 点 的 坐标 和 浙 近 线 的 方程 。 
M: 把 方程 化 成 


得 a 一 4，8 一 3, 因 为 "一 人 本 十 更 一夫 话 二 = 5， 所 以 焦 
点 是 Pi(0， 5) 各 F,(0,5). 产 近 线 的 方程 是 y — Lo tg 
»- 十 委 *. 它 的 图 形 如 图 14--32 所 示 。 


Bio 双 曲 线 型 的 自然 道 风 塔 的 通风 简 ， 是 由 双 曲 线 
绕 其 吓 轴 旋转 而 成 的 壳 体 〈 图 14 一 33》。 它 具有 接触 面 
大 ， 风 的 对 流 好 ， 冷 却 快 ， 又 能 节省 建筑 材料 等 优点 . 菜 
由 厂 使 用 的 双 曲 线 型 的 通风 塔 ， 它 的 通风 简 的 最 小 半径 是 
11.61 米 ， 上 日 半径 是 13 米 ,下 底 半 径 是 24.56 K> deos 
米 . 求 通风 简 轴 截面 的 双 邮 线 方程 (图 14 一 34) 。 

解 : 取 坐 标 系 如 图 14 一 34 所 示 ， 设 通风 简 轴 截面 的 双 
ARTEX 


Cs, a) 


z 
ACG, o) 


HAA A (11.61,0) 是 双 曲 线 的 一 顶点， 所 以 se- Loh 
11,61. XB B(24.56,, f C3, v ) 都 在 双 曲 线 上 ， 
所 以 有 方程 组 
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BC24.b6, y.) 
Hisa 


1 
11,61? b? t 

解 得 bo /dso iidii — 1,864P 
9i 7 gjer V 24.56 11.6122 — 1,8641, 
yir iT 0.50365, 
u 11.61 M 


由 字 通 风 篇 的 高 度 是 55 米 ， 所 以 3 一 >1 一 55， 


BẸ 0.50265 — ( —1,8645) —55, 
解 得 
5223.28. 
Br UL JR A S BN A RD iE 
x’ y? 


1 
11,61? 23,23* 


工人 师 伟 根据 这 个 方程 ， 可 以 先 画 出 通风 简 轴 截面 的 双 上 曲线 的 图 形 ， 然 后 再 进行 施 


Lr. 
例 4 FERRY JODU  »y'9*-14y—133- 0 化 为 标准 方程 , 并 画 
出 它 的 图 形 。 
fg: EDER IEY, t 
(8 8316) - Cy 143^. 49) — 133 +16—49, 
(4 4)? - Cy 1) 100, 
设 v=x, / PY 三 y+7， 得 出 平移 公式 ; 


m 


[9 
y-y-i, 
代入 上 面 的 方程 ， 得 

us as c5 


这 是 双 曲 线 在 新 坐标 系 vo 》 中 的 标准 方程 ， 
它 的 中 心 在 点 2 ， 实 半 轴 和 只 半 轴 都 是 10 《图 14 一 
35) . 

前 面 几 节 我 们 分 别 研 究 了 国 、 椭 圆 、 抛 物 线 和 
双 上 曲线， 这些 曲线 统称 为 圈 锥 曲线 ， 因 为 它们 都 可 
以 用 不 经 过 圆锥 顶点 的 平面 去 截 圆锥 面 而 得 到 〈 图 
14—36) . UHRE WEMAN a, REMEE 
轴 所 夹 的 角 为 6， 则 


图 14 一 35 
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(1) 当 9= 78, ROAM; z 
(2) Bia c8 nb RAAME; 


(3) 2340 = a 时 ， 截 口 为 抛物 线 ; | 
(4) 当 0-=9-=c 时 ， 裁 局 为 双 曲 线 ， Fi 
这 里 ， 我 们 看 到 ; 由 于 截面 和 圆锥 面 的 相对 位 置 x| 
的 变化 ， 引 起 了 裁 口 形状 的 改变 , 当 角 6 从 于 不 断 碱 小 
Aon, dr ER th Bcc oo MERI, da 
双 曲线 。 
META: BE MAR RAR EREE 
相对 立 ， 互 相 区 唱 ， 各 有 其 特殊 的 本 质 ， 但 在 ~- 定 条 d 
件 下 ， 它 们 又 是 互相 联系 ， 互 相 转化 。 互 相 统一 的 。 


3 E 
TI, 求 下 列 双 岗 线 的 焦点 坐标 ， 渐 近 线 的 方程 ， 并 通 出 图 形 
m ou (2) 52! Ay! -20; 
G) Xu (4) 9y! 3x" - 27, 


23RIETXUAU, RXDXUBARIQISER CME v B E, BEME) 3 
(1) RUBER TIG StUETG: 
(2) 焦距 等 于 10， 虚 半 轴 等 于 43 
(23) 实 于 轴 等 于 TAI5， 且 经 过 .人 5， 一 2) 点 ; 
(2) 渐 近 线 方程 是 ?= 士 Y， 且 经 过 4 一 5,3) 点 。 
CARM- e, RUA 加 的 s 
焦点 做 顶点 ， 而 以 它 的 顶点 做 焦点 的 双 曲 线 方程 ， 
4, 菜 火力 发 电厂 修建 一 座 双 曲线 型 钢 盘 混凝土 
冷却 塔 , 塔 高 29 米 , 塔 简 喉 部 到 塔 顶 的 距离 是 5 米 ， 
塔 简 哈 都 加 的 半径 是 3 米 ， 塔 底 图 的 半径 是 14 米 ， 
HESSE AUTE. - 
5. 平 移 坐 标 轴 ， 将 下 列 双 曲 线 的 方程 化 为 标准 1 
方程 ， 并 画 出 它们 的 图 形 ; {第 4 题 ) 
(1) 4x! —4y! 十 4Y 士 247 一 135 一 0 (2) 93! —16y? -54x -64y —121- 0. 
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复习 8H 


LURRAREN EA +A M eoe 1 (amb 0)， 分 别 说 明 六 
焦距 5 和 2&、5 的 关系 ， 焦 点 和 顶点 的 坐标 ， 长 办、 得 轴 的 位 置 和 长 度 ， 

2. 根 据 双 曲线 的 标准 方程 -所 - -入 -= MA ooi, DRRR con 
如 、8 的 关系 ， 焦 点 和 顶点 的 坐标 ， 实 轴 、 虚 轴 的 位 置 和 长 度 ,以 及 浙 近 线 的 方程 。 

ET RMEAEETIITE I 


4 (3, - 2) 点 的 椭圆 的 方程 、 

4. 求 经 过 4 (1, 4) 和 B《7，2) 两 点 ,并 
卫 以 坐标 轴 为 对 称 轴 的 情 圆 的 方程 ， 

5,P'(', y) AEE xt ey! -a^ 上 移动 ， 忆 点 
FP R BU Erat IR], 2 AE RO EG A 1*0 ; (amb 
0 ，, 求 忆 点 的 罗 迹 方程 

6. 某 地 要 修建 一 座 扫 物 形 拱桥 ， 燃 的 跨度 是 
52 米 ， 高 是 6.5 米 ,在 建造 时 需要 在 跨度 每 隔 一 米 竖 
一 支柱 ， 试 计算 离 跨度 中 点 13 炒 处 那 根 支 柱 的 长 。 

7. 炮 弹 运 行 的 轨道 是 一 条 抛物 线 ， 己 知 其 最 大 射程 是 10 公 里 ,最 大 高 度 是 200 米 , 在 
给 定 的 坐标 系 中 ， 求 炮弹 的 轨迹 方程 。 其 求 中 炮 位 2 公里 处 炮弹 的 高 度 。 


BZR 


(H 6m) 


8,. 求 下 列 椭圆 的 方程 ， 并 画 出 它们 的 图 形 : 
《1) 长 半 轴 是 4， 焦 点 是 F1(1,2) 和 玉 ,(5,2)3 
(2) 短 半 轴 是 2， 焦点 是 F,(0, 一 2) 和 FF,(0,4)。 

9, 求 下 列 抛 物 线 的 方程 ， 并 画 出 它们 的 图 形 ; 
QO) 顶点 是 《3 ，4) At 
《2) 焦点 是 《3， 一 3) ， 准 线 的 方程 是 y= 1 、 

10 ,平移 坐标 办, 把 下 列 二 元 二 次 方程 化 为 标准 方程 ， 并 通 出 它们 的 图 形 ; 
() x? +y’ -Ax6y-3- 03 (2) 947 165! 545—649 1— 05 
(3) x*-10x-8yc49— 0; (4) 4:39 —9y'-c164—84y 29— 0 , 
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第 十 五 章 参数 方程 和 极 坐 标 


第 一 告 参数 方程 

一 、 井 线 的 参数 方程 “ 

我 们 知道 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 划 线 的 方 释 就 是 曲线 上 动 点 的 坐标 和 y 之 间 的 关系 
R. 但 是 ， 在 菜 些 实际 问题 中 ， 直 接 建立 这 种 关系 式 是 比较 困难 的 ， 这 时 往往 供 助 于 另 
一 个 变量 皇 ， 将 支点 坐标 x 和 ?各自 表示 为 上 的 关系 式 ， 

例如 : 一 飞机 以 wm 速度 沿 水 平方 向 飞行 ， 并 在 飞行 时 投下 一 件 物资 ， 试 求 空投 物资 
的 运动 轨迹 ， 

以 空投 物资 开始 下 落 时 ， 飞 机 所 在 的 位 置 为 坐标 原点 ， 过 原点 的 水 平 线 为 * 轴 ， 以 
飞机 飞行 的 方向 为 * 轴 的 正方 向 ; 过 原点 的 错 垂 线 为 》 轨 ， 正 向 向 下 (图 15 一 1) . Gd 
经 过 时 间 后， 空投 物资 到 迷 M(x，>) 点 ， 

这 里 ， 要 直接 建立 点 的 坐标 x 和 ?之 间 
的 关系 式 是 比较 困难 的 ,但 根据 物理 知识 ，* 和 
Je EL STET AE BS 的 关系 式 是 容易 建立 的 

事实 上 ， 如 果 忽 略 空气 的 阻力 ， 空 投 物资 
离开 飞机 时 的 运动 是 由 水 平方 向 的 等 速 运 动 和 
销 重 方向 的 自由 区 体 运 动 合成 的 ,在 水 平方 向 ， 
空投 物资 作 等 速 运动 ， 其 速度 就 是 飞机 的 速度 县 5 一 ! 

为， 因此 经 过 时 间 上 ， 空 投 物资 沿 水 平方 向 移动 的 距离 为 
X vt; 

EREDE. HOTXUULRUEH. mde YER HEA Zait, Siw 

下 落 的 距离 为 


lg: 
y—385, 
Jp g 是 重力 加 速度 ， 这 样 ， 就 得 到 描写 空投 物资 运动 过 程 的 方程 《物理 上 称 为 运动 方 
5) 


e [NT 

behen, 9 
当时 间 £ 取 某 一 数值 时 ， 方 程 组 -( 1 ) 就 给 出 wy 空投 物资 在 这 一 时 将 所 在 位 置 于 的 坐标 
* 和 ?证 上 从 0 起 连续 增加 ，M Go y) 就 从 原点 起 连续 变动 ， 这 样 ， 动 点 M (x, y) 
就 描绘 出 空投 物资 运动 的 轨迹 .因此 方程 组 《1 ) 就 给 出 了 所 求 的 轨迹 ， 
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方程 组 《1 ) 叫做 空投 物资 运动 的 参数 方程 ，! 称 为 参数 . 
-RR BARRA, MRAR c EIAM MREMA y RARR AA AE 
AUI ES 


NM "m (2) 
»y-4(0. 


闪 及 对 于 的 每 一 个 贷 Cab). WARM (2) RENEM, y BERRE 
那 末 这 个 方程 组 C?) 叫做 曲线 c 的 参数 方程 ， 上 叫做 参数 ， 
在 参数 方程 中 消去 参数 !， 所 得 到 的 仅 合 “和 > 的 方程 便 是 曲线 的 直角 坐标 方程 。 
fim: 空投 物资 运动 方程 《1 ) 消去 参数 i ， 便 得 
É ga 


fm 


XO E BUDE SIEG MN EC ERIE HRCPTERERT AI, SEBUMI HERAUS n AR 
一 般 地 ， 在 用 参数 方程 表示 曲线 时 ， 选 用 的 参数 不 一 定 是 时 间 ， 应 当 根 据 问题 的 具 
体 条 件 来 选 定 ， 
BE RADERA. PEA r 的 圆 的 参数 方程， 
Fn WM Ce y) 是 圆 上 任意 一 点 ， 取 4O0M =i 作 参数 (图 15 一 2) ， 则 


x=rcost 
! y=?3int | (0 xta) 
这 就 是 这 个 国 的 参数 方程 ， 
容易 验证 ， 消 去 参数 5， 即 得 到 回 的 直角 笃 宗 方 
5 
ey cr 
BO RH Se o1 (a0) 的 参数 
35. 


解 : 以 原点 0 为 圆心 ， 分 别 以 4,5 为 半径 作 两 个 
IE (图 15 一 3 ) .过 圆心 0 任意 引 一 条 射线 OR， 
它 与 两 圆 分 别 交 于 P、Q8, 过 P 引 平行 于 轴 的 直线 ， 
过 @ 引 平行 于 y 砚 的 直线 ， 两 直线 相交 于 职 点 ,让 射线 
OR 自 % 轴 的 正 半 办 开始 按 送 时 针 方 向 绕 0 点 转动 ， 那 
末 对 点 便 成 为 动 点 .我 们 来 研究 当 ORR 转 动 一 周 ， 动 点 
了 时 的 运动 轨迹 . 

因为 在 OR 转动 的 过 程 中 ， 动 点 村 的 模 华 标 与 0 点 
的 横 和 坐标 一 样 ， 动 点 MM BERS P 点 的 纵 坐标 一 
样 ， 所 以 当 动 射线 转 过 的 角度 为 上 时 ， 开 点 的 坐标 为 


图 15 一 3 
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X— &cosb, 
当主 变动 时 ， 上 式 所 确定 的 动 点 Go y) 当然 就 是 Mon. 因而 该 劲 点 的 轨迹 就 是 到 点 
的 运动 轨迹 ， 上 式 也 就 是 W 虚 运动 轨迹 的 参数 方程 。 
我 们 米 证 明 ， 半 点 的 轨迹 是 精 圆 。 
事实 上 ， 由 


可 得 


X=acost 
MN 


(Ox f-22) 


KPOP MRAN MARRA LUE. NOOACEALOM Rost fe. 

Eom 

USLJEMUR eph IA" ERHERIEUSZ—, EHEIDIDRURAL Omns—4) ， 多 
数 采用 渐 开 缓 ， 渐 开 线 省 四 的 优点 是 传动 平稳 。 在 钵 玫 和 精密 仪 才 中 ， 省 麻 昌 组 往往 采 
HER. BRAURIRAREREM, 

下 面 分 别 介绍 浙 开 线 和 摆 线 。 trar 

148 TAXE HOURS 

AMRNI RR, 我 们 做 如 下 的 实验 ， 

把 一 根 没有 伸 纺 竹 的 组 强 绕 在 园 盘 的 圆周 上 上 ， 强 头 的 
一 端 推 一 支 笔 ， 拉 紧 细 绳 ， 并 保持 强 子 与 圆周 相 切 ， 逐 渐 
BOR ARTET Lost rro n MO. dba AIR o Bis 
MR (Mss) MAAAR. 

BUENO ERERIS ABUS E LIS Hon r. MF 
RUE 00A. ROEBU Boot eR HS, O, MA 0 和 4 的 
HADAI BLAMBRR (图 15 一 6 ) ， 

EM Cn 3) 是 浙 开 线 上 的 任意 一 点 ， 过 点 作 基 加 
的 切线 MN ,是 切 总 ， 联 结 ON , 取 志 40N = IBERE) 
EDB BIETER 

MN = AN -ri, 
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EMC Lxi, NB L$, MD.LNB, 因 而 MND= 人 40N 
=i, 于 是 有 


x=0C=0B+BC-0B+DM 
7 rcost +risint, 
y- CM- BD—BN — DN — rsint rtcost, 


所 以 渐 开 线 的 参数 方程 是 


| (xo reos faint) 
| 

2. 摆 线 及 其 参数 方程 图 15 一 6 

一 个 加 在 一 条 定 喜 线 上 作 无 滑动 的 滚 
动 时 ， 圆 于 上 一 定点 运动 的 轨迹 叫做 摆 线 
(由 15 一 7 ) 。 

例如 ， 车 辆 沿 喜 线 行驶 时 ， 轮 周 上 任 
一 点 的 轨迹 都 是 摆 线 ， 所 以 摆 线 也 叫做 
BRR. 

下 面 推导 摆 线 的 参数 方程 。 设 动 圆 的 
半径 为 x， 取 定 直 线 为 x 轴 ， 贺 滚动 的 方向 为 x ARED, MEARS. BAEN 
定点 取 作 坐标 原点 ， 建 立 直 角 坐 标 系 〈 图 15 一 了 ). 

如 图 15 一 了 所 示 ， 当 圆 上 的 定点 从 原点 运动 到 点 到 【yx*y) 时 ， 该 圆 与 * 轴 相 切 于 点 
N, ulis fS zl MCN =t (WEFT) 作 人 参数 .由 摆 线 的 形成 知道 

ON - ÁN - vt, 
/RMD.LCN, MQ Lei FER 
5-0Q-0N — QN -ON - MD «ri — riiat, 
y-QM - NC- DC r— rest, 
BIUURAUN ROT RUL ul 
zer(i-siai) | 
i 


=r (1-— cost) | 


y=r(sinf—tcost) 


当 加 滚动 一 图 ， 即 从 0 变 到 2m 时 ， 开 点 就 描 出 了 摆 线 的 第 一 拱 ， 贺 继续 向 前 再 滚 
动 时 ， 叶 点 就 找 出 了 摆 线 的 第 二 拱 ， 第 三 拱 …， 可 兄 择 线 具 有 周期 性 。 

让 摆 线 的 参数 方程 画 出 它 的 图 形 ， 一 般 采 用 描 点 法 。 

IA Gir-1i) 
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以 表格 中 每 一 组 oy) 作为 点 的 坐标 ， 描 点 ， 然 后 把 各 点 连 成 光滑 曲线 , 便 王 出 了 摆 线 
第 一 拱 的 图 形 。 
3 A 
1 , 求 半 径 为 R， 圆 心 在 (xoyyo) 的 圆 的 参数 方 程 ，( 提 
Au 以 图 中 之 1 为 参数 .) 
?2. 把 于 列 各 参数 方程 化 为 直角 坐标 方程 ; 


x= cosi, x-a, 
Q0) (2) 
y=sint; y-al's 
x= x 6b, X 5cosb +2, 
(3) ( . 
y-yt3al; Jy -5sni—-3; 
x= aost +3 
(5) , 《第 1 题 》 
y -bsni-s. 


CA abe saoaos TFERACU BUR BERAE JE BUSTA 


i= 0 到 # 一 5， 动 点 所 经 过 的 路 程 ， 
4. 动 点 邓 作 直线 运动 ， 它 在 * 轴 和 ? 轴 方 向 的 分 速度 分 别 为 9 和 12《 两 个 方向 都 是 义 
XEM o AEST 0 时 。 动 点 位 于 〈1,1) ， 求 动 点 运动 的 轨迹 方程 。 


(人 一 2 
588 的 图 形 。 


x 
y- 2-50, 


y= simi? 


第 二 节 R 坐 B 

用 两 个 数 确 定 平面 上 一 点 位 置 的 方法 ， 除 直角 坐标 之 外 ， 常 用 的 另 一 种 方法 是 极 从 
标 法 ,在 有 些 场合 ， 极 坐标 法 ， 能 使 问题 研究 起 来 更 为 方便 。 

一 、 裤 坐标 系 

在 平面 上 取 定 一 点 0， 从 0 点 出 发 引 一 条 射线 0x， 并 取 定 一 个 长 讼 单位 和 计算 角度 
的 正 向 《通常 取 涵 时针 方 向 )， 这 样 就 构成 了 一 个 极 深 标 系 (图 15 一 8 )。 O 点 叫做 极点 ， 
NRO MRR. 

ERARA GOELEGORE— UM. (KERA) 的 位 置 ， 可 以 用 OM 的 长 度 o 和 让 
0x 按 北 时 针 方 向 旋转， 第 一 次 转 到 OM 位 置 时 转 过 的 角 0 来 确定 (图 15 一 8 ) cp MRM 
极 径 ，9 由 做 M 点 的 极 角 ， 记 和 0 MEMAR E MO 
M(p.0). 

根据 上 述 规定 ， 平 面 上 任意 一 点 M (TERA) HRE g 
LINT T. » 


x 


£770 , 0 xU -c2m, 图 15 一 8 
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除了 极点 0 之 外 ， 平 面 上 任意 一 个 点 其 极 坐 标 是 唯一 确定 的 .至 于 极点 ， 其 极 径 p= 


0 ,其 极 角 则 可 任意 取 值 . 


反之 ， 每 给 一 对 数 (6，9) 在 平面 上 也 可 找到 唯一 的 一 个 点 . 
因此 ， 我 们 就 在 平 面 上 的 点 《〈 除 家 点 外 ) SNO (o. 0) 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关 


系 : 
Ae (o6), 
其 中 p> 0,0025. 


9^ 
MERK o0, o-x6-20 R HE TEE RE P Y 
Bk. RINELLA TAREE T 的 极 坐标 


(p，9) 描 点 的 方法 。 
例 在 回 一 极 坐标 系 内 措 出 P,( 5， 区 )、 
Pp, (3, ~ia) P- 5, 于) 和 Pi(-4， -3 

各 点 ， 
解 : 《图 15 一 10) 。 


(1) EOK AI REONE E wm， 在 所 转 
PREBERI. WOP = 5， 已 点 就 是 极 坐 标 
a(s, ds ) 的 点 ; 

(2) 让 04 按 里 时 针 方 向 绕 0 点 旋转 了 m， 在 所 转 
骨 的 终 边 上 取 一 点 Ps， 使 OP ~ 3，Ps 点 就 是 极 举 标 
为 (3 ， 一 卫 ) 的 点 ; 

(3) 让 0* 按 逆 时 针 方 向 绕 0 点 旋转 于 ， 在 所 转角 


gis ons RUT Pos F) n S Possis ) 各 点 。 


RCB, 90 


RAÐ nom 
KE 
D x 


图 15 一 9 


Ar-5,8) 


图 15 一 10 


的 终 万 的 反 向 延长 线 上 取 一 点 Ps， 使 0Ps =- 5 ，Ps 成 就 是 报 坐标 为 — 5, Tus 
(4) 让 0s 按 顺 时 外 方向 绕 0 点 施 转 于 ,在 所 转角 的 终 边 的 反 向 延长 线 上 到 一 点 P， 


使 0P4= a, PS (a. mu. 
—. BURUTIRSECERTER 


各 在 直角 坐标 系 中 类 似 ,在 极 坐标 系 中 ,平面 上 一 条 曲线 可 以 用 含有 极 坐标 p 和 乡 的 
方程 来 表示 ， 这 种 方程 叫做 曲线 的 极 举 标 方 程 , 反 过 来 ， 含 有 p 和 8 的 方程 在 极 坐 标 系 
中 蕊 表示 一 条 曲线 ,下 面 讨论 由 曲线 建立 极 举 标 方程 和 由 极 誉 标 方程 画 出 曲线 的 问题 ， 


1, 极 爷 标 方程 的 建立 


Bil 求 圆心 在 极点 ， 半 径 为 如 的 圆 的 极 坐标 方程 《图 15 一 11) , 
解 ; 设 加 上 动 点 这 的 极 任 杯 为 (p,.9)。 这 个 加 的 特征 是 ， 不 论 8 BUT ANH, RUE 


p= 玉 ， 所 以 这 个 图 的 极 坐 慰 方 程 是 
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"3 

$12 求 圆心 在 极 办 上 ， 半 径 为 R, PLANE 
点 的 加 的 极 坐 标 方程 《图 15 一 12)， 

X5 RE ESUSMB gU E Co.0), MIRS 
交 于 4 点 ， 连 结 OM 和 M4, 因 为 不 论 M 点 在 圆周 上 什 
么 位 置 ， 人 A4OM 总 是 直角 三 角形 ， 所 以 有 

OM 


M sg, 


UA 
EM OM=p, 04=2R， 因 此 得 


| pozos | 


proc pc yp 

2, 极 坐标 方程 的 图 形 

REC HERR P LB REED DU EAS CLAIR 图 15 一 12 
线 的 极 举 标 方程 ， 要 画 出 它 的 图 形 , 通 常 采 用 描 点 法 。 

H3 重出 极 坐 标 方 程 p=2(1+eos9) 的 图 形 。 

解 ; 如 果 (p，0) 满 足 这 个 方程 ， 那 未 Cp, 一 9) 也 必 满足 这 个 方程 ,这 说 明 车 点 (0,07 
ERRE WRC 一 9) 也 在 曲线 上 ， 但 点 (py 0) Co, 一 人 是 对 称 极 轴 的 . 所 以 该 曲 
线 对 称 于 极 轴 。 

列表 ; 


以 表格 中 每 一 组 Cp,9) 作为 点 的 极 举 标 ， 描 点 ， 再 把 各 点 连 成 光滑 曲线 ， 就 画 出 在 极 轴 
上 方 的 图 形 (图 15 一 13) .根据 图 形 对 称 于 极 轴 ， 可 画 出 极 办 下 方 的 另 一 半 图 形 ， 这 样 就 
得 到 p 一 2C1+ cos9) 的 图 形 .这 条 曲线 叫做 心 形 线 ， 常 


LEX DI LA 
z. Wap 
在 机 械 传 动机 构 中 ， 常 常 利用 凸轮 把 旋转 运动 变 
x 


RARE. BuB]1s—14. AMRA ERD Nt 
动 从 动 秆 上 下 作 往复 直线 运 劲 ， 不 同形 状 的 凸轮 ， 可 
以 使 从 动 秆 上 下 作 各 种 不 同 的 往复 直线 运动 ， 极 据 对 
从 动 杆 运动 的 不 同 要 求 ， 需 要 对 凸轮 的 轮廓 线 作 不 同 
的 设计 ， 这 就 要 求 出 轮廓 线 的 方程 。 图 15 一 13 
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由 图 15 一 14 可 知 ， 旋 转 中 心 0 到 凸轮 轮廓 线 的 距 
离 p 随 着 转角 已 的 变化 而 变化 ， 我 们 把 o n ose ag 
HB. DO HDD. BNIB =r 为 半径 所 作 的 加 思 
做 凸轮 的 基 圆 ， 显然 ， 当 从 动 酝 与 丁 轮 的 基 回 那 一 段 
相 接 触 时 ， 它 不 作 上 下 运动 ， 
MRED REAREN, REE 
等 角 迷 旋 转运 动 时 ， 从 动 杆 作 等 速 直线 运动 ， 这 种 凸 
轮 的 工作 部 分 的 轮廓 线 叫 做 等 速 絮 线 , 它 的 定义 如 下 : 
定义 说 ?是 从 0 点 出 发 的 射线 ， 动 虑 夺 沿 了 作 
等 速 运 动 ， 面 1 又 绕 0 点 作 等 角 速 转 动 ， 则 于 点 的 轨 
SERERE LAE ERR MHRUB ARIETE. HR 0 点 为 极 
点 ,以 i 的 初始 位 置 为 极 轴 , 建 立 极 坐 标 系 (图 15 一 15)。 
设计 《4,0) 是 动 点 几 的 初始 位 置 ， MM 在 1 上 运动 
BER o, 1 绕 0 点 转动 的 角速度 为 .经 时 刻 上 后 ， 
? 转 过 角度 9， 而 动 点 到 达 位 置 MM 4p,9)。 根据 等 速 螺 
线 的 定义 可 知 
站 一 人 = 
b= wt, 


在 上 面 两 式 中 消去 +， 得 到 


p-a=29, 
w 


Ë p 
ing 


这 就 是 等 速 螺 线 的 极 坐 标 方程 。 
为 什么 当 凸 轮 的 辊 廊 线 采用 等 速 螺 线 时 ， 能 把 等 角 速 转动 变 为 等 速 直线 运动 呢 ? 这 
是 因为 动 点 如 从 避 o 出 发 沿 等 速 澡 线 运动 时 《图 15 一 15》, 它 的 极 径 的 增加 量 与 极 角 的 增 
加 量 成 正 出 ， 于 是 ， 只 要 凸轮 以 等 角 速 转 动 ， 就 能 使 从 动 杆 作 等 速 喜 线 运动 。 
车 床 严 其 三 瓜 卡 盘 中 ， 利 用 等 速 螺 线 可 以 使 卡 盘 的 三 个 爪 启 时 伸缩 ， 保 证 加 工 零 件 
的 中 心 始终 位 于 卡 盘 的 中 心 线 上 。 
例 1 在 某 种 型 号 的 缝 钾 机 上 ， 用 桃 形 凸轮 〈 轩 
15—16) 控制 机 件 上 下 运动 。 这 个 凸轮 一 半 推 出 ， 另 
一 半 缩 问 ， 且 推出 与 缩 回 都 是 匀速 的 . 已 知 基 圆 半径 h x 
是 16 毫 米 ， 推 程 《 景 大 推出 距离 ) EEK, RRE ] 
IG DIU CE 
B: 取 基 圆 中 心 0 为 前 点 ， 过 极点 和 起 始点 4 的 图 15 一 19 
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射线 为 极 轴 ， 建 立 极 坐 标 系 〈 图 15 一 16) . 
因 凸 轮 一 半 推 出， 一 半 缩 回 ， 责 且 推 出 刁 缩 回 都 是 匀速 的 ， 所 以 凸轮 的 轮廓 线 是 两 
航 等 速 蛇 线 ， 现 在 分 别 建立 它们 的 极 坐标 方 程 ， 
设 毛 求 的 等 速 絮 线 的 极 坐 标 方程 是 
p-arbé., 
(1) ox6xs—EBgiElli. H:50-— 0 时 ，p=16; 340 = 时， o 7161-30-46, R 
入 方程 , 得 


PEN 


46—-aribm, 


解 得 a-16, 5 - 95, 


01641995 (0 Im), 
(2) &x0«2x— BR, H340- ww 时，p=46; 当 9 一 2w 时 ,p 一 16. 代 入 方程 ,每 
46-4b-m, 
16-4ib-2m, 


B2 90 


解 得 4=76， 


p-76— 200 《mss6ss2mr)。 
例 2 作出 等 速 媒 线 p 一 10+29 的 图 形 。 


解 : 

列表 
H ! mm wm | wm 2 5 [3 ERN 

8 i9 $ls MES | sa| æ EN MEN E 
p | 10 11.04 12,09 | 18.14 | 14.18 15.24 16,28 | 19.42 | 12.56 25,18 |28,84 


以 天 格 中 每 一 组 (2,9) 作为 点 坐标 ， 措 点 ， 再 把 各 点 过 成 光滑 曲线 , 即 为 所 求 作 的 等 束 
XA (15—17) . 

四 、 极 坐标 和 直角 坐标 间 的 关系 

因为 极 坐标 和 直角 坐标 都 是 用 以 确定 点 的 位 置 
的 ， 办 此 它们 之 问 是 互相 联系 的 下面， 我 们 来 建立 
这 两 种 仅 标 疗 的 关系 公式 ， 并 讨论 曲线 的 极 坐 标 方程 
和 直角 坐标 方程 的 互 化 ， 

如 图 15 一 18 所 示 ， 在 平面 上 辐 时 建立 直角 坐标 系 
和 极 从 标 系 ， 使 直角 汲 标 系 的 原点 与 极 坐标 系 的 极点 
相合 ， 使 * 轴 的 正 半 轴 与 极 办 0 重合 ， 并 且 规 定 面 坐 


282 


标 系 有 相同 的 单位 长 ,如 果 在 p> 0 ，0 9 一 27 的 限制 下 ， 
显然 平面 上 任 一 点 对 的 坦 角 坐标 〈2，?) 与 极 坐 标 Co, 0) 
闻 有 下 述 两 组 关系 : 


根据 第 一 组 关系 ， 我 们 可 出 点 的 极 坐 标 算出 其 直角 坐标 ; 根据 第 二 组 关系 ， 我 们 可 出 点 
FIERA ERU UE RS. 
例 ] BAM, M. age (2, 7). (a3 ) 
(15—19) ， 试 求 出 它们 的 直角 坐标 。 
LOB 


a=2 cos Eey 5, yciür, 


HM REAMER (73,1) . 
(2) M BERERA 


5 
多 一 4cos 卫 工 = 2, 
3 2 


y= 4 sina --:V8$, 


HIM TEC fS Abou (2,7 2/8 . 
A2 已 知 M、 形 ;的 直角 坐标 分 别 为 (LS )、( 一 2 一 2)( 见 图 15 一 20), 试 求 出 
它们 的 极 坐 标 . 


RAEE -VE -VT MHA- E ata, MAM, " 
在 第 一 象限 内 ， 故 应 取 0 =T. 这样 便 得 3, BR Rb 
Cs} 

(2) M, WRB o- 1/(72)! +2 ENB -2v/3; 
M ERARE Lois 从 而 得 0" 并 或 5m， 但 因 M， AEE 
在 第 三 象限 内 ， 所 以 应 取 6 = 号 wm， 这 梯 便 得 到 村 ,的 极 举 标 
Ala vT, Sa). 


H3 将 圆心 在 点 C《〈0,R) ， 半 和 色 为 玉 的 圆 的 直角 上 坐标 方程 化 为 极 坐 标 方程 《图 
15—21) 。 


E 
| 
l 


-2 


图 15 一 20 
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解 : 这 个 加 的 直角 坐标 方程 是 
stt(y- R) =R, 
t+ yt- 2Ry= 0, 
把 w=peos9，y psin9 代 入 上 式 ， 得 
p! 一 2Rpsing 一 0， 
两 端 同 除 并 移 项 ， 得 
p=2Rsind. 
这 就 是 这 个 加 的 航 学 标 方程， 
例 4 将 曲线 的 极 坐标 方程 p eL ug URS 国 15 一 21 
方程 ， 并 作 图 . 
R: 方程 可 化 为 
p- peos =1, 
把 e-yx'xy!, peos9=x RAER B 


Vegy -s= 1, 


Vagy -145, 
西端 平方 并 化 篇， 得 


这 是 一 条 拍 物 线 ， 它 的 顶点 在 ( E, o) AEE t 
(15—22) . 

例 5 RENFE r EWFREIERIE. 

解 : 如 图 15 一 23， 以 基 加 的 圆心 O 为 极点 ,射线 04 
《其 中 4 点 是 渐 开 线 的 起 点 ) ABARRA. 

UOHCTAR EET OM EHBUBAOR (o0). EM 点 作 
SANWAMN, NEDA. HBKON, AMON -a(k 
度 单 位 ) 为 参数 ,由 直角 三 角形 OMN 知 首 


.ON r 
go PE 


. = Y 
"o Pa 
由 渐 开 线 的 形成 知道 
MN - AN - r(a40), 
而 在 直角 三 角形 OMN 中 ， 有 


MN -rtga, 
` rtga-r(ad8), 
即 8—tga-a, 
于 是 得 到 渐 开 线 的 极 坐 标 参 数 方程 是 
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p= 


cosa 


B 


其 中 参数 4 叫做 压力 角 ， 9 叫做 渐 开 角 ， 
从 上 述 方 程 组 的 第 二 个 式 子 中 看 出 ， 渐 开 角 9 是 压力 角 a 的 函数 ， 这 个 函数 叫 敌 浙 开 
线 函 数 ， 记 作 Jnre， 即 


lnva — tga — a, 


渐 开 线 函 做 在 设计 渐 开 线 肯 轮 ， 及 设计 渐 开 线 齿 轮 用 的 铣 刀 中 ， 占 有 重要 的 地 位 ， 
有 专门 的 渐 开 线 函数 表 供 设计 时 查 用 。 


3 题 


1. 在 同一 极 坐标 系 中 描 出 下 列 各 点 : 
P, (5$). P, (5$). P, (S LAODEMOORNEE Y 
?2 .在 同一 极 坐标 系 中 描 出 下 列 各 点 : 

p, (ata), (a n) P, 


S 


cen h (33e) 
3. 求 国 心 在 点 C(R, 7), PEAR to BL Art 
.画册 下 列 极 坐标 方程 的 图 形 ， 
(1) e-26; (2) p 一 1 一 cosg。 
,三 爪 卡 盘 上 电 纹 是 等 速 蚁 级 ， 如 果 晤 丝 上 距 
中 心 最 近 的 点 到 中 心 的 距离 是 56 毫 米 ， 两 图 螺纹 间 
的 距离 是 8 RK. WRAPPER EX L dm 
$e WEM ME RUTR. 
6. 设 计 一 个 基 圆 半 径 是 60 毫 米 的 平面 凸轮 ， 提 
当 如 下 的 要 求 : 
(1》 当 凸轮 转角 9 从 0 增加 到 -路 - 时 ， 从 动 
村 匀速 推出 60 毫 米 ; 
(2) 当 凸 轮转 角 昨 从 -增加 到 -2 时 ， 从 
动 村 匀速 缩 回 60 毫 洲 ; 
(3) SMERA 0 IIT -增加 到 2 wm 时 ， 从 
动 杆 保 持 在 原始 位 置 、 
如 按 图 形 中 所 示 ， 建 立 极 坐标 系 ， 试 求 出 AAM 


A e LS 


AB, BCH CABE ARTI RR, 


d 


ta 


(第 5 题 ) 
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7. 在 平面 上 同时 建立 直角 坐标 系 和 极 坐 标 系 ， 使 原点 和 极点 相合 ， %“ RREN 
极 轴 重 合 ， 并 旦 选 定 相同 的 单位 长 ， 
《1)》 试 根据 下 列 各 点 的 极 坐标 ， 求 出 其 直角 坐标 : 
P, (2.4). P,(3, m), P, (sia ) Pí(s.Ma ). 
(2) 试 根据 下 列 各 点 的 直角 坐标 ， 求 出 其 极 坐标 : 
AVF) BC-i1,-V 3). CO 2, V2), DGO,- v8). 
s Wha de E gH Eel] Ser DASS ECRCRIBUE ERR. 
(1) 试 将 下 列 临 线 的 极 坐 标 方程 化 为 直角 坐标 方程 ; 


" ; 1 
74, p 12sinf, psing=8, pcos — 8, P= dT 
p=, pe cos —sinD, p=2c0s0 + 3sing 
Zz-cosÓ ?’ , ? 


p'sin20—-1, f= 


eja 


(2) 试 将 下 列 曲线 的 直角 坐标 方程 化 为 极 坐 标 方 程 : 
y-4, X Hy =a, x! y! e AX, MX 十 3 十 23 一 0，Y% 一 一 3 
x’ y=, y=, =y’, y= 40% 0 
9. G AUBIT RRR SAD BUE 


=- 
i cost ^ 


Ü-—tga—a, 


XR XH a0, B. Ra, T. da, 至 的 点 的 极 坐标 ,并 利用 这 些 点 描 出 浙 
并 线 的 部 分 图形 ， 


£x 是 


1. 设 炮弹 从 0 点 射出 ， 射 出 时 ， 其 水 平方 向 的 初速 为 4， 铅 各 方向 的 初速 为 8?， 试 求 
炮弹 的 运动 轨迹 、 
2. 设 一 质点 运动 诗 ， 其 位 置 与 时 间 上 的 关系 为 
X3—acos? Kt, y=bsin Ki, 
WR ZIUA DAD E AERA AEA. 
3. 一 动 点 运动 时 ， 其 位 置 与 时 间 2 的 关系 为 
X= 3 d 4 cost, 3 一 3sinf 。 
试 求 其 轨迹 的 直角 坐标 方程 ， 并 作 图 ， 
4. 设 在 平面 上 同时 建立 了 直角 举 标 系 与 极 誉 标 系 ， 且 原点 与 极点 重合 ， x 轴 之 正 半 
轴 与 极 轴 重 合 ， 两 坐标 系 有 相同 的 单位 长 度 ， 
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(1) 试 将 下 列 各 曲线 的 直角 坐标 方程 化 为 极 坐标 方程 
x? — y’ =20, 人 3 一 7 (9 e yt)! caQt - y!5 
(2) 试 将 下 列 各 曲线 的 极 坐标 方程 化 为 直角 坐标 方程 ; 
PC(5+3c030)=16, picos209= —1, — g(sinÜ--2cos0)— 6, 
p Asin20, 
5. 求 两 曲线 的 交点 : 
(1) p72.8p-4sinÜ; (2) p—4(1--cosQ) I5 p(1-- 050) — 9, 
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第 五 篇 ” 微 积分 初步 


第 十 六 章 ”导数 和 微分 


在 介绍 导数 利 微分 之 前 ， 我 们 党 介绍 下 什么 是 微 积 分 ， 以 及 微 积分 所 要 解决 08 I8 
a. 

所 主席 教导 我 们 :“ 一 切实 知 都 是 从 直接 经 验 发 源 的 。" 微 积分 是 由 于 十 七 此 纪 初 机 
械 工 业 和 其 他 生产 的 发 展 ， 人 们 在 实践 中 需要 研究 变量 而 产生 的 一 种 数学 方法 ， 它 在 生 
产 和 科学 技术 中 有 广泛 的 应 用 . 那 来 ， 什 么 是 微 积分 呢 ? 我 们 先 来 考 串 入 水 池 中 放 水 的 
HAM): 当 往 水 池 中 放水 时 ,水 一 层 一 野地 增多 ， 水 
面 不 断 升 高 ， 最 后 放 满 一 池水 .水 池 中 的 一 屋 水 和 一 池水 有 
HAZAN: 一 池水 是 一 导 一 层 水 积累 起 来 的 .一 层 水 是 局 
都 的 量 ， 一 池水 是 整体 量 , 而 整体 呈正 是 局 部 量 积累 的 结果 。 

在 容 现 世界 中 ， 任 何事 物 都 是 局 部 与 整体 的 对 立 的 统 
一 .例如 ,工人 师傅 在 琅 烟 向 时 ,总 是 一 层 一 度 地 往 上 币 的 ， 
一 层 夸 是 个 局 部 ， 整 个 烟 知 便 是 个 整体 (图 16 一 2) . 

微分 就 是 数学 上 用 来 反映 局 部 量 的 ， 面 积分 则 是 数学 上 un 
JRACSMRSERE REUS. BEYA ENAT S DU 
过 微 积分 : "in —EOK UELLE IAVTORGET MRK 
层 的 高 度 < 就 减少 了 dx， 这 样 一 层 分 子 又 一 居 分 子 地 继续 其 
发 ， 事 实 上 就 是 一 个 连续 不 断 的 微分 。 如 果 热 的 水 苞 气 在 一 
个 容器 中 由 于 不 力 和 冷却 又 凝结 成 水 ， 而 且 分 子 一 层 又 一 层 
地 累积 起 来 在 这 里 ， 我 们 必须 把 那些 使 过 程 变 得 不 纯 灶 的 
附 缘 情况 撒 开 不 谈 ) ， 直 到 容器 满 了 为 止 ， 那 末 这 里 就 真正 c 
进行 了 一 种 积分 ”。 Riocz 

D EXHEBUMU STCTEUB I. AEA LEAP nib. RIME me 
DEMRE. 微分 使 整体 转化 为 局 部 ， 而 积分 则 使 局 部 转化 为 整体 

毛 主席 教导 说 : “人 类 的 历史 ,就 是 一 个 不 断 地 从 必然 王 图 向 自由 王国 发 展 的 历史 
人 们 对 子 自 然 界 的 认识 ， 是 -- 步 又 一 步 地 由 低级 向 高 级 发 展 的 ， 即 由 浇 入 深 ， 由 片面 到 
更 多 的 方面 .例如 ， 人 们 认识 几 休 图形， 先是 认识 直线 以 及 由 直线 构成 的 图 形 ， 如 定形 、 
三 角形 等 等 ， 以 后 才 逐 步 地 认识 申 线 以 及 由 曲线 构成 的 图 形 ， 如 加 、 祷 加 等 等。 同样， 
人 们 在 晤 方面 的 认识 ， 先 是 认识 常量 ， 如 等 速 运动 的 速度 ， 以 后 才 逐 步 地 扩大 到 认识 变 
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量 ， 如 变速 运动 的 速度 .下 面 我 们 来 说 明 ， 由 直线 到 曲线 和 上 由 常量 到 变量 的 变化 带 来 了 
什么 新 问题 ， 并 由 此 指出 微 积分 所 要 解决 的 问题 ， 

.由 * 直 ”到 * 曲 ?产生 的 新 问题 

P ien sp. 

若 斜 面 是 * 直 ?的 《图 16 一 3) , MAZARE, BUE DIR X 4 处 的 斜率 可 用 公 

tg O = E 

AURSHEE'B^NI (r816—4) ， 那 么 斜面 上 各 点 的 斜率 都 不 相同 ， 因 此 点 A 处 的 
斜率 不 能 用 上 面 的 公式 计算 .怎样 计算 在 点 4 处 的 斜率 昵 ? 它 是 研究 “ 临 斜面 ?的 局 部 性 
态 问 题 ， 也 就 是 微分 所 要 解决 的 问题 ， 遗 常 叫做 求 曲线 在 4 点 的 切线 斜率 。 

52 平面 图 形 的 面积 . 


我 们 知道 ， 如 图 16 一 5 所 示 的 矩形 ， 它 的 面积 可 用 公式 
EETIM 


RTR. 

如 图 16 一 6 所 示 的 图 形 也 做 曲 边 梯形 . 曲 边 梯形 的 高 是 随 底 上 点 的 变化 而 变化 的 ， 因 
此 它 的 面积 不 能 用 人 矩形 的 面积 公式 计算 . 如 何 计算 曲 边 梯形 的 面积 呢 ? 这 是 一 个 求 整体 
量 的 问题 ， 也 就 是 积分 所 要 解决 的 问题 . 


图 16 一 3 图 16 一 4 图 16 一 5 图 16 一 6 


2. 用 “ 常 * 到 "“ 变 ”产生 的 新 闻 题 

Pis 物体 运动 的 速度 ， 

在 物理 中 学 过 ， 若 一 物体 作 等 速 运 动 ， 并 已 知 在 一 段 时 间 上 内 ， 它 所 经 过 的 路 程 为 
5, WAEHERE MHAR 


2-3 
i 


如 果 物 体 运动 是 变速 运动 ， 由 于 速度 随时 间 变 化 而 变化 ， 因 此 不 能 套用 求 等 速 运 动 
的 速度 公式 来 计算 变速 运动 的 速度 。 如 何 求 变速 二 动 在 某 一 几时 的 速度 呢 ? 这 是 研究 运 
动物 体 的 局 部 性 态 问题 ， 也 就 是 微分 所 要 解决 的 门 题 . 

94 易 体 运动 的 路 程 . 

若 一 物体 作 等 速 运动 ， 并 已 知 速度 为 中 那么 它 在 一 段 时 间 纳 所 经 过 的 路 程 3 可 用 
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$ 
» 


S=v £ 


如 果 是 变速 运动 ， 就 不 能 照搬 求 等 速 运动 的 路 程 公式 ,如 何 计算 变速 运动 在 一 外 时 
间 内 经 过 的 路 程 呢 ? 这 是 一 个 计算 整体 的 〔 即 过 程 的 ) 量 的 问题 ， 也 就 是 积分 所 要 解决 
的 问题 ， 

毛 主 席 指 出 :“ 不 同 质 的 水 看， 只 有 用 不 同 质 的 方法 才能 解决 。*” 上 面 所 说 的 “ 直 ” 与 
“有 曲 ”“ 常 "与 * 变 ”都 是 不 同 质 区 问题 ，“ 直 ”的 和 “ 常 ? 的 问题 可 以 用 初等 数学 的 方法 计 
算 ， 而 “ 曲 " 的 和 "“ 变 ”的 问题 就 不 能 用 初等 数学 的 方法 来 计算 ， 微 积分 就 是 为 了 解决 这 类 
“ 直 与 曲 ”、“ 常 与 变 * 的 矛盾 而 产生 的 数学 方法 . 

正如 上 面 所 述 ， 微 积分 的 基本 问题 有 两 类 : 一 类 是 微分 问题 ， 一 类 是 积分 问题 , 例 
1 和 例 3 中 所 提出 询 ， 求 由 线 在 一 点 的 切线 斜率 和 求 变速 运动 的 术 度 是 微分 问题 ; 例 2 
和 例 4 中 所 提出 的 ， 求 曲 边 梯形 的 面积 和 求 变速 运动 的 路 程 是 积分 问题 

本 章 尘 介绍 极限 的 概念 ， 并 说 明 极 限 是 解决 近似 与 精确 这 对 矛 后 的 一 种 数学 方法 
接着 ， 从 实例 出 发 冰 明 导数 和 微分 这 两 个 重要 概念 ， 并 讨论 微分 法 则 ， 最 后 讲解 导数 在 
求 函 数 的 最 人 《小 ) 值 问题 和 近似 计算 中 的 点 用 ， 


第 一 厄 ”极限 和 连续 


毛 主 席 教导 我 们 :认识 开始 于 经 验 一 一 这 就 是 认识 论 的 唯物 论 .> 人 们 对 于 极限 概念 
的 认识 ， 和 对 寺 其 它 事物 的 认识 一 样 ， 都 是 在 实践 中 认识 的 - 

1. 实 例 

钳工 师 铺 用 平 鳃 加 工 图 形 工件 时 ， 总 是 先 粗 铂 成 一 个 近似 于 圆 的 多 边 形 ， 再 用 细 铂 
把 角 乌 去 ， 锦 的 次 数 越 多 ， 工 件 形状 随 著 多 边 形 的 边 数 卉 加 而 不 断 变化 ， 并 越 来 越 趋向 
FE (图 16 一 ?7) . 人们 就 是 用 实 路 中 产生 的 这 种 方法 ， 解 决 了 求 风 的 辣 长 利 贺 的 面积 


下 面 我 们 从 圆 和 贺 的 外 切 正 多 过 形 的 关系 入 手 ， 阅 明 极 限 的 报 念 。 

我 们 知道 ， 半 很 为 R 的 圆 的 面积 等 于 R, 容易 看 出 ， 当 加 的 外 切 正 多 过 形 的 边 数 
越 多 时 ， 它 的 面积 便 越 楼 近 于 园 的 岗 积 如 果 以 S. 表 示 贺 的 外 切 正方 形 的 而 积 ， Ss # 
示 国 的 外 切 正 五 边 形 的 面积 ， 一 般 地 ， 以 $, 表 示 国 的 外 切 正 丸 边 形 的 面积 ， 那 末 当 4 让 
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大 时 ，S, 便 越 接近 于 加 的 面积 zR* .但 无 论 4 是 一 个 多 么 大 的 整数 ，S, 只 是 加 面积 rR ?的 
近似 值 . 即 用 S, 代 将 wRR* 时 总 有 误差 .只 有 当 % 无 限 增 大 时 ， 误 差 才 能 无 限 接近 并 最 终 消 
失 为 零 ， 这 时 S, 便 无 良 接近 并 景 终 等 于 常数 rR* , 当 # 无 限 增 大 时 ，5, 无 限 接近 并 景 终 等 
于 r 玉 :这 一 事实 ， 我 们 叫做 当 乞 趋 庙 正 无 女 炎 时，So 的 极限 是 ,=R*， 或 叫做 当 4 dA E 
ARAM. Sim TR". it 

limS,—sR^, 或 Sin-—LooBp S,mR:, 


式 中 "lim? 为 极限 符号 ， 读 作 “ 力 米 特 ”, 

圆 的 外 切 正 # 边 形 是 出 线段 围 成 的 直 边 图 形 ， 而 圆 是 曲 边 图 形 . 当 边 数 # 取 定 值 时 ， 
FIE n 边 形 的 面积 9, 只 能 是 圆 面积 的 近似 值 ， 只 有 当 %-> 十 ce 时 ，S。 才 转化 为 
BiU ARS, EUST. 极限 方法 是 使 < 直 " 转 化 为 “ 曲 ”; 近似 转化 为 精确 的 一 种 
数学 方法 。 

又 如 ， 设 正弦 电流 的 频率 为 六 ， 线 圈 的 电感 为 Z， 由 电工 学 知 ; BHX mfi E 
有 阻止 电流 通过 线圈 的 作用 。 从 感 抗 Xz 与 频率 /的 关系 可 以 看 出 ， 当 频率 f. 无 限 接近 并 
且 景 终 消失 为 零 时 ， 感 抗 Xz 也 就 无 限 接近 并 且 最 终 消失 为 零 .， 这 时 我 们 叫做 当 f 趋向 于 
Zub, X UP BERE E, dunes EATEN XGAI TAE dod 


lim X,-lim2znfL—0, 
feo fo 


或 当 六 0 时 ，Xa-0。 

我 们 知道 ， 直 流 的 闫 率 等 于 零 .所 以 ， 上 式 说 明 ， 直 流通 过 线圈 时 没有 感 抗 , 即 线 图 
对 于 直流 米 说 是 短路 的 

32. 函数 的 极限 

从 函数 的 观点 来 看 ， 上 述 第 一 个 实例 中 ，S, 随 着 % 的 变化 而 变化 ， 即 ,是 * 的 函数 ， 
当 自 变量 w 欧 向 让 无 限 炎 时， 函数 $, 的 极 昭 是 mrR* ,在 第 二 个 实例 中 ， 吉 抗 Xz 龙 频 率 f 的 
函数 , 当 自 变量 / 范 向 于 零 时， 函数 X, 前 极限 是 零 .这 两 个 实例 虽然 具有 不 同 的 内 容 ， 但 
它们 却 有 一 个 共同 的 本 质 ; 当 自 变量 按 一 定 的 变化 趋势 变化 《 越 向 于 定数 或 趋向 世良 
大 ) 时 ， 函 数 便 趋 于 某 个 定数 。 

通过 上 述 分 析 ， 我 们 可 以 概 插 出 函数 拟 限 的 定义 ; 

定义 gunWy-f o. MRANA r ANTER. (ARERR) 时 ， 通 
数 1(4) 赵 向 于 一 个 确定 的 常数 4, 那 来 4 叫做 驹 数 y 二 f(x%) od ors Oi BAUER 
JO MRR E 

Baf(r)m A, (Rim) =A), 

* 趋向 无 限 大 有 三 种 情况 : “趋向 正 无 限 大 记 作 +0; 趋向 负 无 限 大 ， 记 作 
aes AWE, MERK BIr, 

例如 “出 第 十 音 反 正切 通 数 的 图 象 图 11 一 7 ) WA 


* 


: LÀ i w 
limarctg% = —— limaretg % = —— 
maa SYT gs gama E 2° 


又 如 tim (1+ 3)-1, 


这 是 因为 当 4 -oo( 无 论 是 正 无 限 大 还 是 负 无 限 大 ) 时 ， -无 限 接近 并 转化 为 零 ， 所 以 
这 时 1+ 击 的 极限 是 1 。 


3. 无 穷 大 量 和 无 穷 小 量 

无 穷 大 量 和 无 穷 小 量 是 函数 变化 趋势 的 两 种 特殊 形式 。 

HFEA (RARER) i MRAR- Sf OARRA, GEI FG) 
叫做 无 次 大 景 ; 如 果 函 数 》" SAATE, xp 了 (2) 巴 做 无 穷 小 量 . 

Jii: 因为 


lim ls oo; lim etg xz; lim In [x |2 一 co， 所 以 ， 当 xy0 
e Ñ p p 


ib LL. gx») s | 都 是 无 穷 大 量 . 
又 如 ;因为 


"E "E 
Dniyx70: Bm”=0, 


PEM, Hroni HAES Maroon, EER, 


必须 指出 ;研究 函数 的 变化 趋势 总 是 在 自 变量 的 一 定 的 变化 趋势 下 进行 的 ， 同 一 个 
画 数 ， 由 于 骨 变 量 的 变化 趋势 不 同 ， 可 以 是 无 穷 大 量 ， 也 可 以 是 无 穷 小 量 ， 或 者 以 某 个 
常数 为 极限 ,例如 ; 


lim z7*- eo; lim z77—0; limg™ =], 
armoa € E 


Z. GENE 

同 数 的 运算 一 样 ， 极 跟 的 运算 也 具有 它 的 规律 性 . 

设 有 两 个 函数 4 (x) M(x), EARRA- ERRET. ENRE 极限 ， 
即 !imz( 2 和 limy(%) 都 存在 ， 那 来 有 下 述 运算 法 则 : 


" linCu(x)-v(£)) - Himu(x) d-limv(x) | 


8p, MRO 的 极限 等 于 极限 的 各 (RE). 


" lim(u( x) -v(x)) = limu( x) limo(x) | 


即 ， 积 的 极限 等 于 极限 的 积 。 
SM. fiw Gon K (UID 时 ， 有 
Him Kv(x)]-- limK-Iime(x) — Klimv(x) 
这 说 明 ， 常 数 因 子 可 以 提 到 极限 号 外 面 来 。 


vx) Tmo) Cd mv GO 0 RE | 


即 ， 商 的 极限 等 于 极限 的 商 《 妆 分 母 的 极限 不 为 零 时 》。 


NA 
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例 1 求 lim (s). 


: 1 ; i 1 
: lim (x+ 2) X*4- lin ———041-1, 
解 : 3 二 


: 
B2 Rus Dl, 
Bos Msh x!cb15, X02-4580, 
Dim 1 w+1) _5_ ,1 
im = 一 一 全 一 1 十。 
zo: X2 lim (x42) 4 4 
2 


1, 9€ —* 
8 ne 


解 : 当 “# 一 ce 时 ， 分 式 中 分 子 和 分 母 都 趋向 无 限 大 ， 它 们 的 极限 都 不 存在 ， 所 以 不 
能 直接 应 用 商 的 极限 运算 法 则 .要 计算 这 个 极限 ， 先 用 x?: 同 除 分 子 和 分 母 ， 得 等 式 


1 
BX x 1) 
Tm% —*. jim- -Ë gem UNI 
于 是 mcer; Lm 1 


m. Agtt 
客观 世界 中 ， 许 多 适 动 和 变化 都 是 连续 不 断 的 .例如 ， 气 湿 是 随时 间 的 变化 而 连续 
变化 的 ; 又 如 ， 作 自由 落体 送 动 的 物体 ， 在 到 达 地 面前 ， 其 下 落 的 距离 和 速度 是 随时 间 
的 变化 而 连续 变化 的 .这 些 现象 在 数学 中 的 反映 ， 就 是 函数 的 连续 性 ,而 连续 性 又 与 函数 
的 增 量 有 关 , 下 面 我 们 先 介 绍 函 数 的 增 量 ， 
1 .函数 的 增 量 
例 1 有 一 半径 为 80 毫米 的 回 盘 ， 加 热 后 举 径 变 为 30 ,1 毫米 (图 16 一 8) ， 问 圆 盘 
的 面积 增加 了 多 少 ? 
解 : 圆 面积 闷 是 半径 了 的 函数 ， 即 
A 
半径 > 从 和 一 30 毫 米 增加 到 六 = 30-1 毫 米 ， 差 值 7: 一 7 
Uber NGHE. fdr GRIEHENENE r”) , Bp 
dy —r;—f,-30,1—30—-0,1( EE). 
相应 地 ， 圆 面积 从 4 c mrs —m(30) HWA — mr 
=a(30,1)"; ZE 4 4: 叫做 面积 对 的 增 量 ， 记 作 44， 
即 
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4 一 由 一 4 一 TH mt = (30,1)? — T30)" 
-6z-18,8 《平方 毫米 ) . 
一 般 地 ， 当 半径 从 7 变 到 7+ 少时 ， 相 应 地 图 面积 的 增 量 
d= dr)! oar = mr rt rdr + Art) anr? 
=2T7 dr 4m dr?, 
应 当 指 出 ; 增 量 可 以 是 正 的 ， 也 可 以 是 负 的 。 例 如 在 上 鲍 中 ， 当 4 一 0 时， 表示 半 
径 增 大 了 ， 从 而 4.4 为 正 ; 当 dr 一 0 时 ， 表 示 半 径 乌 小 了 ， 从 而 44 为 负 。 
例 2 由 物理 学 知 ， 自 由 落体 的 运动 规律 为 
S-lge, 


其 中 5 央 示 下 落 的 路 程 ，t 小 示 下 落 的 时 间 ，& 二 9.8 米 / 秒 * 表 示 重 力 加 速度 . 试 求 时 间 
EMi =2 秒 增加 到 f=2.01 秒 时 ， 路 程 的 增 量 ,并 求 时 间 从 增加 到 t+ 4t 时 ， 路 程 的 增 
E. 
解 : 时 间 上 从 到 = 2ER IE, 一 2,01 秒 时 的 增 量 为 
4í-1,—1,—0,01 { 秒 ) ， 
相应 地 有 路程 STRESS 


me me wn 
gy 一 (2.01) — p82 


=21.6 一 19.6 一 2( 米 )。 
THRHR £ REH 4t 时 ， 相 应 地 路 程 的 增 量 
aS- Fg (t+ 4t)? -er ege ende an) Eae 


giat gat, 


一 般 地 ， 对 于 函数 y= /(*)， 当 自 变量 从 s 变 到 x+ 4 时， 相应 地 函数 从 Foods 
fGcr 4x) .我们 把 4x 岂 做 自 变 景 的 增 景 ， 把 《x+ 4x) 一 了 《x) 叫做 函数 的 增 量 ， 记 为 
dy, BI 


i y= (=+as)- -f(x) 


自 变量 的 增 量 4x 和 函数 的 增 基 4y 的 几何 图 象 如 图 16 一 9 所 示 。 

2 ,函数 的 连续 性 

ABr Ri MRAR = f(x) 的 图 象 是 一 条 连续 
不 断 的 曲线 . 那 未 在 任意 取 定 一 点 # 处 , 当 4x 很 小 时 ，4y 也 很 
小 ; 当 Aom, Ay 也 趋向 于 零 。 这 便 是 函数 在 一 点 处 连 
续 的 实质 . 

定义 REAY [Oo dos, x aei i dag 
久子 零 时 ， 葛 数 的 增 基 4y 也 趋向 于 零 ， 即 

lindy- imCf (at 43) — f(x)2-0o 

NEARLY [OIEA AERE ERI. 
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例 证明 函数 y=%’ 在 点 * 处 是 连续 的 . 
证 明 ; 当 自 变量 的 增 量 为 4# 时 ， 通 数 的 增 量 为 
4y= (8 dx)* x —2xdx t+ (Ax)*, 
从 而 lim 4y— lm (2x4x-F(dx)!]- 0, 


BL, Sy 2 在 点 站 连续， 

hoy (ERN (ab) HERMES MUS HIIGERLUI (a,b) 
内 连续 ， 可 以 证 明 ;， 基本 初等 函数 在 其 定义 域内 都 是 连续 的 。 

JR EUR y m /xz) 所 表示 的 监 线 在 某 一 点 和 处 是 断 开 的 ， 我 们 就 说 函数 y= fat 
z= 4 处 间断 ，x 称 为 函数 ?= /CORIRIEURC. 

例如 Hu y= -的 图 象 如 图 16--10 所 孙 。 当 “> 0 时 ，- 趋向 无 限 大 ， 从 图 上 


可 以 看 出 在 z= 6 处， 沿线 断 开 了 ， 所 以 xz= 0 是 问 断 点 。 


习 是 
t DEUS 1 叙述 半径 为 尽 的 图 的 内 接 正 多 边 形 面 积 与 回 醒 积 w 及 ?之 间 的 关系 。 
2, 由 电工 学 知 ; Ati Xo dap ， 其 中 “是 电容 量 。/ 是 电流 的 频率 , 问 对 于 直流 


电容 抗 如 何 ? 其 物理 意义 是 什么 1 
3 ,按照 观察 变化 趋势 的 方法 ， 指 出 下 列 极限 值 


© a(z- — (onumds — 9) ouai 
4. 按 照 极限 运算 法 则 ， 求 下 列 极限 : 
a) tm I G SEES) 
mn 45 x. 
(5) m z2x—1" o E uis . 


5, 当 xX> 0], FHRA PREETI kE 那些 是 无 穷 小 量 ? 
Quz; (D (3) xu (4) i. 
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6. 设 自 变量 x 从 x: 一 1 变化 到 Xx, 一 1.01， 求 函数 y= f (3) 2x? 一 x 的 增 量 ， 
7 一 物体 作 等 速 直 线 运动 ， 它 的 路 程 $ 与 时 间 i 的 函数 关系 是 S(t) - 268. 
G) 计算 时 间 由 1 秒 变 化 到 2 秒 时 ， 路 程 S 的 增 量 ; 
(2) PH GLA EE SIE 水 时 ， 写 出 路 程 增 量 4S 的 表达 式 。 


第 二 节 ”时 数 和 微分 的 概念 


一 、 导 数 的 实例 
1 变速 直线 运动 的 速度 
例 1 ”已 知 恒 物 在 地 面 附近 自由 下 落 的 过 程 中 ， 路 程 S CR) 与 时 间 #《 秒 ) 的 函数 
关系 是 
S-Lgn, 
其 中 8 一 9.8 米 / 秒 * OR 71 E BE, RE A RE, 


解 : O) 分 析 政 盾 
我 们 知道 ， 当 物体 作 等 过 直线 运动 时 ， 它 的 速度 是 不 变 的 ， 我 们 可 以 授 公 


ES 
ER EUN 


求 出 物体 在 任 一 时 刻 的 速度 。 

但 是 ， 重 物 在 自由 下 沙 的 过 程 中 ， 它 的 速度 随 着 时 间 的 变化 面 变化 ， 因 此 椒 能 襄 接 
按 上 述 公式 求 1 时刻 的 瞬时 速度 .这 里 我 们 过 到 了 速度 " 变 * 与 不 变 * 的 矛盾 

(2) 解决 矛盾 

为 了 求 上 时刻 的 菩 时 速度 ， 先 让 二 变 到 t, ,即时 间 增 量 人 t== 志 一 志 相 应 的 路 程 增 量 


-gtp —l gr -ls db Lap 
= etat Jg at, 


UM E E DIE KRN HUGE CURA, 我 们 可 以 把 它 近 似 地 看 成 是 不 变 的 ， 
因此 用 -入 作为 时 刻 攻 时 速度 的 近似 值 . PET. E 到 与 这 段 时 间 内 的 平均 违 度 . 
村越 小 时 ， DE É Rj, 4S aeann, 但 是 ， 无 论 坟 怎样 接近 纪 只 
Ei, A 总 是 平均 速度 ， 列 不 会 是 胡 时 速度 的 精确 值 ， 这 样 ， 恒 出 现 了 近似 与 精 
确 的 矛盾 . 

如 局 第 一 节 所 述 ， a ADR, Alk, iki ESPE E H 


t, sio, AP J E ERLA ENEO, 于 是 得 
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1 
: gta c lg(aty 
v= Wm -A s lim 48 2 tim D 277 72 
1 


^t t 4t»o di — ans EH 


= dim (gt gana, 


FIRM 


ASEJOERSD M, UB ISARRAF, 这 样 一 来 ， 分 式 -3 变 成 了 9 .注意 


这 里 分 子 消失 为 零 娩 终 依 霜 于 分 母 消失 为 零 ， 在 消失 为 零 的 过 程 中 ， 它 们 的 比值 最 终 被 
保留 下 来 了 ， 这 就 是 


所 以 这 里 的 9 有 完全 确定 的 食堂 
WRR EEH E dis TAPAA dS, WRH 
gt | 


[as 


ASMR ES RESP DS dim RAAR E 09 08). ERE S S PE] VCI 2r t 叫做 路 程 对 
时 间 的 导数 ， 即 速度 就 是 路 程 对 时 浊 的 导数 . 


2. 交 渡 电 路 中 的 电流 强 许 
例 2 设 有 交流 电流 通过 导线 ， 从 0 到 t 这 段 时 间 内 遂 过 导线 模 截 面 的 电量 为 
q7q(). 


求 导线 中 时刻 的 电流 强 庶 (LNV, 
解 : (1) PAF 
我 们 知道 ， 若 导线 中 通过 的 是 直流 电流 《恒定 电流 ) ， 则 它 的 电流 强度 是 不 变 的 
UTR D 
"E 
电流 强度 ~ ER 
求 昌 导线 在 任 一 时 刻 的 电流 强度 ， 
现在 ， 导 绕 中 讶 过 的 是 交流 电流 ， 它 的 电流 强 诬 随 着 时 间 的 变化 而 变化 ， 因 二 不 能 
直接 接 上 述 公式 求 上 时 刻 的 电流 强度 。 这 里 我 们 又 遇 到 电流 * 变 * 与 "不 变 * 的 矛盾 。 
(2) 解决 未 大 
为 了 来 时刻 的 电流 强度 ， 先 让 + 变 到 ,即时 间 增 量 Ai, i, 相应 的 电量 放量 
dg) o CHE) D. 
当 ARUM. EEA 这 段 时 间 内 电流 强度 变化 也 很 小 ， 我 们 可 以 把 它 近似 地 有 尸 二 
不 变 的 。 因 此 可 用 + 到 i, E EERS AU e o RE A4 作为 二 时 刻 电流 强度 的 近似 
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值 . 并 且 当 HEB, A 越 接近 于 上 时 刻 的 电流 强度 #。 但 是 ， 只 要 4ts o, gn 


是 平均 电流 强度 ， 而 不 会 是 i 时刻 的 电流 强度 的 精确 值 。 这 里 又 出 现 了 近似 与 精 砚 的 在 
m. 
AEAEE PT PAAR TR PA EAER A, AREER t, Bdo, 这 


时 平均 电流 强度 - 和 便 转 化 为 考 刻 的 电流 强度 纪 于 基 得 


TP im d4 
E -lim 44 
Um JE aes dit 


当 碧 重新 变 同 到 二 ，-1 和 和 49 部 消 拓 为 罕 。 如果 将 消失 为 零 的 4 记 作 di, Hei cn 
零 的 4 记 作 dz， 于 是 得 


文 里 69 咀 做 电量 的 征 分 ， 电 晶 的 微分 友 与 时 间 的 微分 4 之 高 叫做 电量 对 时 间 的 导数 .下 
式 去 明 ， 电 流 强度 就 是 电量 对 时 间 的 苹 数 . 

二 、 导 数 和 微分 的 定义 

毛 主 席 教 导 我 们 : “人 们 总 是 首先 认识 了 许多 不 同事 物 的 特殊 的 本 质 ， 然 后 才 有 可 
能 更 进一步 地 进行 概 播 工作， 认识 渚 种 事物 的 夫 同 的 本 质 。” 上 画 两 个 例子 虽然 实际 意 
六 个 加 但是， 从 数量 关系 的 角度 来 看 ， 却 有 一 个 共同 的 本 质 ; 它们 都 是 函数 的 增生 与 
日 变量 的 增 基 之 比 ， 当 中 变量 增 量 赵 向 于 零 时 的 极限 .、 

根据 上 述 分 析 ， 我 们 可 以 概括 出 函数 的 导数 〔 或 变化 率 ) 的 一 般 定 义 : 

XX RH fw) ,让 自 变 量 从 x 变 到 *;， 即 自 变量 的 增 晤 为 4% 一 1 一 和 
DESEE E 


EP FEDE 
dx CI 0t 


Fangu x, Wro, D: f ROI cu y — 成 所 在 4 处 的 导数 ， fy 


| yc Ja) nts 2 cns £07 G9 | 


den Rp CO RENT 
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当 %; 变 回 到 # 时 ，4z 和 dy 都 消失 为 零 。 这 样 一 来 ， Ax JD ATO. 注意 ， 


这 里 分 子 消失 为 零 始终 依赖 于 分 母 消 失 为 零 ， ERAUTESE. 它们 的 比值 最 终 被 
保留 下 来 了 ， 这 就 是 


$-h0. 
所 以 这 里 的 全 有 完全 确定 的 含意 
RARIUSA AS d 消失 为 夫 的 4y 记 作 4y， 那 末 就 有 
SOP 


z 
或 dy- f' (Mx, 


p dy- Ms — 


EEMOL 


由 微分 的 定义 :4? = fL GOds nl. fio) = - 豆 -， 即 导数 等 于 丽 数 的 微分 与 自 变量 
的 微分 之 高 ， 因 此 导数 也 叫做 微 高 

三 、 求 导数 举例 

由 导数 的 定义 可 知 ， 求 函数 y - f(x) 的 导数 y' 或 /7 (x)， 可 以 分 以 下 三 步 : 

O) 求 增 量 ; dy = f()— F0) - Gor dx) fC); 


(2) iet, -人 "IC £00 


(3) 到 极限 :97 -lim -和 


E 

例 1 求 函 数 y=* 的 导数 . 
解 : O 求 增 量 : … Jes, C0 fr dx) (nc Ar), 
4y- f(x Ax) — f(x) - (5 Ax)? x? = 2x Ax + (d)? 。 


24s v (dx)? 


(2) 算 比值 ; 4-3 Tr —2X-4 4x, 


(3) 取 极 限 : y ‘~ lim a Z =lim (22--dx)-- 2x, 


X smo 
即 (x?)! = 2x, 
例 2 Rid o Lisa. 


R: (1) REE: … Jah ^ Erei 
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1 1 x-x—4Ax ax 


e dys fatar) -f sa e aiy XQ dm)" 


: dy dx 1 _ 1 
DELL ES -(- xay) Ax 7 XX) 


; : El 1 1 
(3) 到 极限 : y= lim AE otim [ iy jn ue 


deno AX — az-0 


B (1v 1 
d { x! TUE. 

从 例 2 的 结果 看 到 ， 对 于 不 同 的 * 值 ， 求 出 的 导数 一 21, 也 不 相同 ， 四 此 7 一 一 1, 
仍然 是 * 的 函数 .一 般 地 ， 函 数 ?= f(*) 的 导数 y= P! (X) 仍然 是 * 的 一 个 函数 .我 们 把 
POM S CR S 

当 %* 取 某 一 确定 的 值 xe 时 ， 导 水 数 也 随 着 取 一 确定 的 值 , 这 个 值 叫做 攻 数 关 4) 在 za 
处 的 导数 值 Cot ico Co es b SEO. quM 

JOOE Ye. 
$5 设 >= L. ANE s vl le 


解 : 出 例 2 知 y= ia MA 


1. 当 物体 的 温度 高 于 周围 介质 的 温度 时 ， 物 体 就 不 断 冷却 。 若 物体 的 温度 了 与 时 间 
的 函数 关系 为 了 -了 T(t)， 怎 样 确定 该 物体 在 i 时 刻 的 冷却 速度 呢 ? 
2. 求 函数 y=* 的 导数, 


LESO = do. RFO. 


vB 微 分 法 


由 微分 的 定义 可 知 ， 只 要 求 出 阴 数 的 导数 ， 微 分 也 就 可 写 出 来 了 .所 以 求 时 数 的 法 
则 叫做 徽 分 法 .， 

下 面 讨论 求 导数 的 法 则 。 

一 、 基 本 初等 西数 的 导数 

根据 求 导数 的 三 个 步骤 ， 可 以 直接 求 出 各 基本 初等 函数 的 导数 和 微分 

1 常数 的 导数 和 微分 
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即 


HI 


Bi dy-C (常数 ) 的 导数 。 
解 :1) 求 增 量 : … f()- C, “f(x+Ax)=C, 
y= f(x av) fx)=0. 


(2) 算 比值 : 和 =- 人- 9， 
52g dy 
(3) RRR: y lim DE 


C-o ik dC-0 dx-0 


2. 医 国 数 的 导数 和 微分 

B2 Rvs rhag. 

B: DORRE: f(x) -VE， 
dy- f(x cdx)- f (x) -Vxi dk - vx. 


fotax)-vuacÀs, 


(0) mee TR-Y EKE e Is PRA RRAVITUE 
n). 
€) RURRG y= dim = m Lodo EN 


1 
LaTi, 


上 一 节 我 们 已 经 计算 过 函数 xz、 311 Cis olg ar, 其 结果 分 别 是 : 
《2 


TR, RRR, dp 


| (一 wx Re -axit de 


例如 : (KEY ga 
(! 


以 下 的 几 个 导数 公式 ， 仅 写 出 结果 ， 不 加 证 明 .。 
3. 6 Et. APO UU SOBCRUNAY 


(rye 或 doer) edv | 
| (1ax) — À g(ma)- Lax 


302 


由 此 看 出 : 指数 通 数 e* 的 导数 等 于 它 本 壬 ， 
LER RARAN FEAM 


| (sinx)' -vosx 3Ed( sint) = coswdx | 
i 


5. 友 三 角 浮 数 的 导数 和 微分 


sey us d gd(uesax)o 1 
《ares nv)’ = Vae S d(siesinx) Vi 


arecos4)' = -5 aE d (arceosx) 一 一 :了 
Vai- x vi 


. 1 
(arctg) TE 成 (aretgs) = Que dx 


(ATL : A A MOT A. 
a UE ga 


is m Pu zn 


W: yuto. 
《1) RER: HARRA * 变 到 *+ dai, uua ER id, VARR vt do, 
因而 > 从 # 二 ?变色 (4 uht t. 于 是 ?的 增 量 
dyc((na Zu)(v1v)]— Quzc)- ded: Zo. 
(2) Wifi: 
Jv | du du 


ds ax eas 
(3) 联 极限 : 


m 


MES EM Xv. 
AA DE -到 两 个 以 上 的 函数 的 和 、 eR R. i 
《全 十? 士 训 ) o ucbve dw, 
LIE 求 下 列 通 数 的 导数 : 
(1) vy-sinx 4 x*; (2) v- cosx - x iplay; (3) x- e - t?—1n2, 
We (1) y e (niea!) e (sins) (i Y = eosz 235 
(2) y -(cosx — x4 lax) = (cosz) = a^ 4- (Inu)! 
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: H 
=- sinx- 1+4; 


(3) x! - (e! t£ — in) — (e — (£9)! - (152)! 
6-80 - 0 ec - ab, 
2. 函 数 乘积 的 导数 


Quo Y = uv il | 


RAR, 
TUE, eC 常数) 时， 上面 的 公式 就 简化 为 
| (Co) = Co | 
这 说 明 : 求 导 数 时 常数 因子 可 以 提 到 导数 记号 外 面 去 - 
B2 求 下 列 旺 数 的 导数 ， 
(1) y-xlux; (2) y- e*eosx; 
(3) x ate'; (4) u= faresinf, 
W: (1) y (nz) 2x'Inx - x(Inx)' - nx 15 
(2) y' — (ecosx)! = (e*)'cos tc "(cosx)' — e*(eos X — sin); 
(3) x' 2 3(fe! Y - 3(Ue* key 3e! (10); 
(4) w e (EKaresintY' —f'arcsint E Harcsint y 


i 
moesinf y mt ts 


5. ifc d SE 
MRA u - «00 和 > -o COBHE ANG, R 


| (2y- mena "m | 


证 明 从 略 。 
特别 是 ， 当 #- 1 时 ， 上 上 式 简化 为 


QU emm | 


例 5 求 下 列 函 数 的 导数 : 


1— cosy 
工 十 cosY ^ 


(CD »-5 (2) y=tsi — (Q)f(- 


并 求 (ro. 
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xb rj 


#: (1) y -位 )- (eysan eta), 


(2) P. = (tet! «(an _ (sint Y'cost — sint(cost) 


vos'f 


. cos'fsin'f _ 1 
cos?f cos?t ? 


e reo -(t 


A ) - (cosx) (1 +cosx)-(1—cosx)(1 +eos¥y 


《十 cos3 
ripY(1+eoi%) 二 (1 一 cosy]siny _  2siny 
(14 cosx)? 《1 二 cos 和 )2 * 
r(zj- QUEPR ig Poje 一 2sip0 -0 
mE fites Z) ” (1+eos0)” “ 


d(uv) = vdu — ndo, 


qz). tte (v3e0) 


例如 ， 根 据 微分 定义 和 两 个 淫 数 采 积 的 导数 公式 可 知 
d(i) - (wv'dx — (u'o 4 uv')dx 
- eu'dx -+ uv'dx = odut udo, 

BA 求 ?>=< 二 szeosz 的 微分 。 

R: oo vox a (x!cosx)! 2 14 2xcosx — x sing, 

C0 dy-(112xcosx — x! sinz)dx 

58: 由 微分 的 四 则 运算 法 则 ， 得 

dy- d(x C x'cosx) - dx + d(x cosx) 
dx 4 cosxd(x!) 4 x!d(cosx) 

— dx 2xcoszdx — x’ sinxdx 
— (1E 2xcosx — &'sinx dx, 

三 ， 复 合 函 数 的 求 导 法 则 

1. 复 合 两 数 

通 数 7 一 sin2x 可 以 看 成 是 把 4 一 2% RARR y= sinu mif SEMI, y = sin2x 叫做 

?= sinw 和 w= 2 的 复合 函数 ， 其 中 % 川 做 中 间 变 量 。 
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一 般 地 ， 戎 2 二 [00, s eC0 Ry £ Coto Oni - [Cos eCO PR B 
ONU. SUE 

例如 y= insins np JR y = Init = sinzfgR Crisi. 

又 如 y-cin?(x? » WDEGKy -4?, wcsinv, v=x HEAR. 

2 .复合 函数 的 导数 


dnd des =g(%) 在 点 % 处 的 导数 是 4',， 上 恒通 数 》 一 f(x) 在 对 应 点 4 二 9 CO 处 的 导 


证 明 : SURER A, SERAH, MABRE AY. 


Ay.. dy, du 
由 于 Je Ju Je’ 


并 且 当 Jr OB. Juo, D 


laus HP caia (43, d qus 4X, us dtt 
dx Cae de sce da dw ] aco Ju aee dx 
. dy | du 
du dx* 


BI 求 y= sn2x 的 导数 
解 : 函数 》- sin2x 可 看 成 ?= sinz 和 8#%= 2% 的 复合 函数 ， 于 是 


d - pi - ain) Qux)! a= eost 2- aeos3。 


B2 Ry vx dH ES. ERI us 


n 


We ES X-vICx RUBIS Y ?4*，4 一 1 一 属 的 复合 函数 ， 于 是 


在 复合 函数 求 导 法 则 掌握 得 比较 部 
复合 函数 的 导数 . 
例 3 求 下 列 函 数 的 导数 ; 


T ECBOR Ul 


(1) y-aretgx?; 
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解 : CO yt- no “(22)" - Vg 


pO 
v (e 


(3) 4! = 2singt(singt)! Zsinwt-coswt. (ol)! 


G) y= Leno t eoe - 


= 2wsinateosat = wsinzwt, 
有 时 我 们 还 会 遇 到 更 为 复杂 的 更 数 ， 它 是 由 基本 初等 函数 经 过 四 则 运算 秋 复 合 步骤 
而 成 的 , 求 这 种 函数 的 导数 可 综合 运用 各 种 求 导 法 则 。 
B4 GRy-In(eevxt E). 


Sov 


= yei 
3 题 
1. 求 下 列 两 数 拘 导数 和 微分 : 
Q) yx G) » wxi (3) 3 人) 
人 


2. 求 下 列 函 数 的 导数 : 


(1) y- e —snz-w 83: 


{3) y=00st el (4) s- arc sint È ping, 
3, BI =Â gU ufe), v= (x), m—wx), Wr 


(UVW) = u' cw . nito + wow. 
4. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
a)y- gems (2) y-2sie3 


(3) S- (1- t)cost; (4) p y g sin, 
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5. 求 下 列 函 数 的 导数 ; 


a) y= 4l (2) 5-0, 


X1 z? 
203. o sint 
G) 7 -T+ (3) “一 
6. 求 下 列 函数 的 导数 值 : 


(1) f(x)= xsinx, KOLIA EAL 


(2) sezi E. OR). 
了. 求 下 列 函 数 的 导数 ; 

(1) y-va-x; (2) y*In(14z?); 

(3) v» (221); (4) sesin'(ot- 9) Co. ANO. 
DIESE ICEIH 

(1) ye 7! cost; (2) y 2675 E lncosty 


(3) s-in(1- P) - 67 Fi La. 


9, 一 质点 的 运动 规律 是 : z= Ainol ,其 中 了 表示 时 间 ， 表示 位 移 ，4、mm 是 常数 ， 
求 1 一 0 及 上 一 - 时 的 速度 。 


第 四 节 导数 的 应 用 


前 边 已 讲 过 ， 导 数 可 用 来 求 变速 直线 运动 的 连 度 和 交 变 电 流 的 电流 强度 ， 下 面 再 指 
出 几 点 应 用 . 

一 、 物 理应 用 

BO 图 16 一 11 是 一 个 纯 电 容 电 路 ， 电 容器 极 板 上 的 电量 9 一 Cuc， 其 中 C 为 电容 ， 
zc 为 鸳 板 阿 的 电压 . 设 xc 一 Usinwf， 求 电路 中 的 电流 强 庆 ， 

解 : 由 导数 概念 知 ， 电 流 强度 

i -4 (CU, sinat) ~ CU, acest = CUncosin( ot + Z), 

从 上 述 结果 看 出 : 当 #=- 0 时 ， 电流 的 相位 角 为 弛 ,而 电压 的 相位 角 为 零 。 这 说 明 : 

纯 电 容 电 路 中 电流 的 相位 角 领 先 电压 地 性 度 ， 


98012. 旧病 连 杆 机 构 如 图 16 一 12 所 示 . 当 曲柄 0C 绕 0 点 以 等 角速度 名 施 转 时 ， 连 
杆 BC 在 0S 轴 上 二 摆动 ， 求 连 杆 摆动 的 角速度 。 
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图 16 一 31 图 16 一 12 


M: BGEFHGOSMME JO. (BARM 为， 摆动 的 角 速 庆 就 是 -2 ， 因 此， 首先 


应 该 建立 B 和 时 间 i 的 函数 关系 。 
在 三 角形 OBC 中 ， 送 用 正弦 定理 可 得 
r . 4 
"siuB ^ "sims 


从 而 得 sing = 子 siag。 


令 eL TA 


B c arcsin(Asind), 
由 于 2 = cl， 所 以 

B= aresin()sinaf)。 
根据 复合 巩 数 求 导 法 则 ， 可 得 连 杆 摆动 的 角速度 


[3 ..d B. - Tl sine) 


二 、 几 何 应 用 
图 16 一 13 中 /是 一 条 直线 ， 其 方程 为 
y-Kx+b, 


BEYIN- (Geb) 一 KK=tga, 


由 丝 可见， 导数 在 几何 上 表示 直线 上 HER. 
RHA. ER y= 所 2) 的 儿 何 意义 是 直角 坐标 
系 中 的 一 条 曲线 《图 16 一 14) ， MKE xo 处 的 导数 
天 (5o) 几 何 上 表示 什么 呢 ? 
在 图 16 一 14 中 ，47 是 曲线 y= fO) 在 点 4[x。， 
了 (xo)] 处 的 切线 ,4B 是 曲线 上 通过 4、B 两 点 的 割 线 。 


图 16 一 13 
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Vo Aye fO dn) - FG) - CB, 
42 CB 
" Acc P. 

即 -9 s LABS BUR. 


由 图 16 一 14 省 出 ， 当 4x > 0$. BAI NH HR 
?=(x) 赵 向 于 4 点 ， 这 时 割 线 4B 转化 为 切线 47. 所 
以 灾 线 48 的 斜率 188 转 化 为 切线 47 的 斜率 ts&， 即 


Kiala 
F(o)slim 4. tge, " 
RRA, BA O 在 几何 上 表示 曲线 y 一 了 了 Cod 
FAQS, FCX ARAI DIARI BERE. 
根据 直线 的 点 斜 式 方程 ， 可 知 曲线 = 了 (2%) 在 点 
(xo。，f {xo)) 处 的 切线 方程 为 
| y= fofi) | 


B Rip yt 
《图 16 一 15 ) . 

解 : 因为 y=-2%，3 reem, MA MRNA 
. 3-4-A(x—2). 
即 4 

HKH ye f CO 的 图 象 如 图 16 一 16 所 示 ， 从 图 16 一 16 看 出 : Zr LOL EU 
AB 上 ， 每 一 点 处 《不 包括 4 点 各 B 点 ) UI 
线 的 倾角 sa 部 是 锐角 ， 因 而 切线 的 斜率 

tga —f'(3)7 0, 

其 中 是 区 闻 (a. DPHE- ERT 
降 的 一 段 弧 BC 上 ， 每 一 点 处 (不 包括 8 点 
IC 点) 切线 的 颁 角 有 都 是 印信 ， 四 而 切线 
的 斜率 


M (2,4) 处 的 切线 方程 


Bf. 
其 中 * 是 区 间 (0,6) 内 任 一 点 。 
反之 ， 我 们 还 可 以 运用 导数 的 正 负 上 全 来 判定 曲线 的 上 升 或 下 降 ， 即 函数 的 增 减 性 : 
O) 在 人 x) 一 0 的 区 间 内 ,二 f(x) 是 增 函 数 ; 
(2 在 f (站 二 0 的 区 间 内 . y= aE. 
例 2 判定 函数 7 =e PER, uE. 
解 : 因为 导数 


ye (ax) = are, 


Ri6—16 
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Bb. Six o Bb. vo-0 5 UAM ERR (— 0o. 0) 内 是 增加 的 ; "x 0 
时 ，w 一 0， 所 以 函数 Y=e- 关 在 区 间 〔( 0 +eco) 内 是 减 小 的 ， 
TOME x. y= e= 0. yl -.,-1. JR B 
ce RE E DIL IRE y — ec? B YR Steg 
"m . 3E xEM(o, 1). FERRETA. 
XB lime “0， 所 以 当 [x 愈 来 愈 大 时 ， 画 
yero Suis > d. 
这 样 ， 便 可 以 画 出 函数 y=e-* 的 草图 (图 
16—17) . 
三 ， 最 大 值 、 最 小 值 问题 
在 生产 实践 由 ， 常 常会 遇 到 在 一 定 的 条 件 下 ， 保 祥 使 “材料 最 省 ”、“ 成 本 最 低 ”、 
“效率 最 高 ”等 问题 .它们 往往 归结 为 求 函 数 的 最 大 值 、 最 小 值 的 问题 . 
怎样 求 函数 的 最 大 值 、 最 小 荐 呢 ? 
设 函 数 y= 帮 (xz) 的 图 象 如 图 16 一 18 所 示 ， 由 图 可 见 , 在 区 间 [e&、 弘 上 ,函数 y= (n) 
e Bs ED Ree (Co) .在 点 和 处 。 曲 线 的 切线 平行 于 xz 朝 ， 所 以 (yo)- 0. 
RR MENG RH EREC DLE, By = f CE vo AEGRUM Cra 
在 点 xn 处 ， 曲 线 的 切线 平行 于 x 轴 ， 廊 以 六 xzo)= 0. 


的 16 一 17 


Hi16—i8 周 16 一 19 


因此 ， 求 函数 的 最 人 值 、 最 小 值 ， 只 要 求 出 导数 为 零 的 点 〈 叫 散 驻 点 ) 就 可 以 了 。 

根据 以 上 分 析 ， dex, 最 小 值 的 问题 ， 可 分 以 下 两 步 : 

(1) 分 析 实 际 问题 ， 建 立 画 数 关系 v= f(x 

{2) dh» f (UTC Ear 0s RESE, RREA An. W 
RÍRERJXGGRME. 

Bii BARESEA DRAB, AMTARE 40858 09 ^h 正方 
E HUE GERE (16—20) , BIMUCEBLANIE OEIL KO PU. ok 
容积 最 大 ? 

解 : 《1) 建立 函数 关系. 

根据 愿意 ， 应 建立 铝 盒 的 容积 与 裁 出 的 小 正方 形 边 长 之 间 的 通 数 关系 . 

设 截 去 的 小 正方 形 的 边 长 为 x 到 米 ， 那 末 铝 盒 的 底 是 边 长 为 48 一 24 的 正方 形 ， 高 为 
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网 16 一 20 


z BENEA 
V-x(48—2x)*, (0124). 


(2) REA. 
Ros DU. = (aB 23)! - ax(ag = 2x) 
= (48— 23)(48 — 2x — 43) 


— (48— 25M48 — 63), 


4 =o, Basa) (486s) 0， 解 得 对 版 ?= 3; xoci. sc ARAME, Y 


会 去 ， 因 此 当 x 一 8 时 ，V 取 最 大 值 . 
Su 当 截 去 的 小 正方 形 边 长 为 8 厘米 时 ， 锦 盒 的 容积 最 大 。 
H2 在 图 16 一 21 所 示 的 电路 中 ， 设 直流 中 源 的 电动 势 为 ， 内 阻 为 +。 问 当 负 载 
邢 阻 RR 等于 多 少时 ， 负 载 所 效 得 的 功率 最 大 ? 
We oO 建立 函数 关系 . 
根据 感 意 ， 应 建立 负载 所 获得 的 劲 率 了 与 负载 电 


FER Zr BL BS PRECOR. 
设 电路 的 电流 为 7， 册 电学 知识 可 知 
P-I*R, 


图 16 一 21 


又 根据 闭合 回路 欧 欧 姆 定律 ， 得 
_ E 
CORTO 


TORREBUE SCP 5 e BERG SCR : 


E 
p- (45). 
(2》 求 驻 点 。 
312 


y aP jal RR 二 E2| Ren) -2R(R 17) 
因为 ARTË [a E | UE | 


=p. ITR 
E (QD 


AUR Pact, CUI 0s AEREA”. 


答 ， 当 负载 电阻 等 于 电源 内 阳 r 时 ， 久 载 获得 的 功率 最 大 。 
当 玉 -yz 时 ， 这 叫做 阻抗 匹配 .根据 这 种 阻抗 匹配 的 原理 ，。 在 收音 机 中 必须 使 喇叭 的 
电阻 等 于 电路 的 内 阻 + ， 这 时 才能 使 路 只 有 最 大 的 响声 。 
四 、 近 似 公式 与 近似 计算 . 
由 导数 的 定义 知道 : 函数 y = 1(*) 在 点 所 处 的 导数 
P) o jio TOH, 


Xy 


如 果 去 掉 极 限 号 ， 则 有 近似 等 式 ， 
fro d 


Bp LI OLSICOLAMCOICIEDE 
* foe fO EMC CEE 
HRE MEER. 
特别 是 ， 当 xo= 0 gu. 出 得 


| fCofG) i Pts 


其 中 | 纪要 很 小 。 
Rd ENS Ax ERI 很 小 时 ， 可 推出 下 面 几 个 常用 的 近似 公式 : 


sineas IERO; lgxeex (x DERE RGE); 
! (lajas; elt; ytl Xx. 1 
uM - .| 
现在 以 siny 兴 % 为 例 说 明 推 导出 这 些 近似 公式 的 方法 。 
JE (2) = sinxz， 则 六 (z) cosx. HA 
1(0)= sin0=0、 f°(0)= eo0s0=1, 
代入 一 般 公式 ， 即 得 
sinxe 0 Flex-x, 
上 面 五 个 近似 公式 尽管 具体 肉 容 不 同 ， 但 都 有 共同 点 ， 那 就 是 : 公式 的 左 端 是 复杂 
的 函数 ， 而 公式 的 右 喘 均 为 简单 的 线性 函数 .因此 ， 近 做 公式 前 几何 意 义 是 : 当 Dd 很 小 
时 ,可 以 用 直线 代 蓉 曲线 ,从 图 16 一 22 看 出 , 当 | 根 小 时 ,确实 可 以 用 ?=x 代 替 y= sinr, 
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图 形 还 告诉 我 们 ,运用 公式 sinxx 了 时 ，lM| 很 小 的 条 件 

ORW. 这 种 在 局 部 上 用 直线 代替 曲线 的 作法 ， 常 

常会 使 复杂 的 问题 得 到 简化 .这 叫做 局 部 线性 北 . 
根据 一 个 近似 公式 ,可 以 进行 一 些 数值 的 近似 计 
例 1 求 sin3"、2" 的 近似 值 . 


E: 因为 3° =3. ,” -3-44 Lo oss HD, 应 图 16 一 2 
180 60 


用 近似 公式 sinxsx， 得 
sing’ -sin0.0523=z0.0523 。 
TEX Atl b pGENU- 0.01. BU 
29.0251 410,03 — 1,01, 


BbD RVE 
解 : 因为 这 站 Vi 二 1 -yai looi, med. mmn xs 


Vise ie, 得 


例 5 车工 师 伟 在 加 工 锥 形 工件 时 ， 肥 计算 镍 角 &( 图 16 一 28), 当 a 很 小 时 ,常用 公 
D-d 
pr 


528,6? 


来 计算 ， 试 证 明 这 个 近似 公式 。 
证 明 : 出 图 16 一 23 可 知 ， 当 4 很 小 时 ， T 


amigas PTE CRIE). 


因为 1 弧度 SO. arse, gt 


G57 3 28.6* DI 
Y A 
$04 ”在 电阻 电容 中 联 电路 (图 16 一 24) dos 
开关 玉 合 寺 时 ， 直 流 电源 对 电容 器 究 电 。 也 容器 上 所 d 
E 很 LEE AW. Ic 
还 的 变化 规律 为 E 
no(t) =E (1—07), 
RAS EMR S BA C 的 乘积 很 大 而 时 间 # 不 类 时 ， mun 


e CE) RE ULRERE IR] £ ft EE ECL HU 
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PROP A 


证 明 : 根据 公式 


eed ax, 


t 


取 # 一 成 -， 由 于 1z1 = -成 -很 小 所 以 
nn e "c J- Re i 
从 而 ， 得 0 
Ac 
习 # 


1, 将 一 物体 白地 面 用 初速 度 思 坚 直 向 .上 抛 ， 则 物体 开始 上 升 ， 求 上 升 过 程 中 的 速度 
和 上 升 的 最 大 高 度 . 

2. 浇 物体 作 直线 运动 时 的 路 程 $ 随时 间 i 变化 而 变化 的 规律 为 3S=5(# )， 根 据 导数 
的 概念 怎样 求 加 速 谋 ? 若 运 动 规律 为 9=24? st S 的 单位 为 米 汪 的 单位 为 秒 )- 求 t= 1 
秒 时 的 速度 和 加 速度 。 

3 有 一 电动 机 的 转动 规律 为 多 - eo E (779), Kn p SHE. i RR 
时 间 ， 而 初始 解 p。、 语 始 角 速度 wa。、 太 脆 为 常数 ， 发 电动 机 的 角速度 。 

4. 本 节 四 例 4 指出 充电 过 程 中 电容 的 电压 ; no(t) EQ — 679) 3e M Del uL 

sole P^ oen. WR +- 0 MAAAR, 

5. 验 证 方程 ; 


O) ie TERENE AR Dee; 
» 一 
O) i-Eo-e) gum R-E, 


6. 滑轮 旋转 的 角度 6 与 时 间 LR LAUS 0 Ur 3t 一 5 (9 的 单位 是 弧度 ，t 的 单位 是 
T). BORi 5 秒 时 的 角速度 和 角 加 还 度 ， 

7. 求 抛物 线 ?= < 上 点 4(1,I) 和 点 有 一 2,4) 处 的 切线 方程 。 

8, 求 则 线 y=3x3 一 25+1， 在 从 《4.1) ABO DIRE, 

9, 正 弦 则 线 y= sint, ERI 0 «cx E BE SS 0080: 


x 
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(1) 平行 于 lt 
(2) 与 * 轴 交 成 45° 角 ? 
(3) 与 4( 一 2,0)、B(0,1) 的 连 线 平行 ? 


10. 求 牌 直 于 直线 2* 一 6y+1 一 0 且 与 曲线 y=- 各 十 3%: 一 5 相 切 的 直线 方程 、 


n WHERE 9 - D con eo E E 

12. 某 工厂 要 修建 一 间 面 积 是 18 米 * 的 逢 形 仓库 ， 
一 面 借用 原 有 的 墙 ， 三 面 砌 新 增 ， 问 长 宽 各 取 几米 时 
MERAT 

13. 甲 乙 酌 生 产 队 合用 一 台 变 压 器 〈 如 图 ) .癌变 
ERTE AR EAREN ARRA 

14. 着 不 计 空气 阻力 ， 炮 弹 的 强 道 曲线 方 程 为 : 


yomsc I le, WARR BERAREN RE 


BG m AIER RERE A UT ARRA 

(1) RERE KEIER "EREA d: 
Dr 

(2) 如 果 要 炮弹 击 中 300 米 远 处 一 直立 墙壁 上 的 
高 度 最 大 ， 知 的 信 应 为 多 少 ? 

15. 在 生产 实际 中 ， 经 常 要 做 容积 了 一定 的 带 盖 
KARERE. MERE? 和 高 等 于 多 少时 ， 才 能 
使 表面 积 最 小 ? 这 时 底 直 径 与 高 的 比 是 多 少 ? 

16. 控 一 条 隘 道 ， 截 面 拟 建成 型 形 加 半圆 (如 余 ) 
如 果 城 面 的 面积 为 5 FFK HKE 为 多 少时 ， 从 
而 使 奸 半 时 所 用 的 材料 最 省 ? 

17, 试 指导 出 下 列 近似 公 趟 ; 

tn sv Ex ons, Qo I BUR) 


18. 求 近似 值 ; YA60; V/4d; In1.01;tg4*, 


€ x m 


CHL) 


《第 16 题 ) 


1. 分 析 下 列 变 量变 化 趋势 的 特点 ， 指 出 哪些 有 极限 ? 哪些 没有 极限 ? 哪些 是 无 穷 大 


量 ? 哪些 是 无 穷 小 量 ? 


Q) «, 1900 


FNCLCOD (2) =n- (71), (17-09) 


G) «-(-D' $, (n9); (4) s - (7 1)?8, (1-99); 
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m 


w 


(5) “,=1+(-1)*, (n>00); (6) y=. (4x0); 


ay 4, (3-709); (8) ysinz G7) 
(8) y sin, (an): (10)y = aretez, (> 109). 
T AAH ORRA DE M f COXEXESE Xt 
. 求 下 列 极 限 : 
(1) lima coss; (2) lim EE 
(3) a-p oss G) Hara) 
(5) lim Gne 2x); (6) limi 
(0) im Ea; G) Hm AERE, 


i—£z(i- gi) 


Hop REL BDSYETEPEC PER i 无 限 增 大 的 过 程 中 , 电流 i 的 变化 趋势 如 何 ? 
Unity 帮 2) 的 图 形 如 下 图 ， 试 在 图 上 注 明 函数 的 导数 ， 


(558) 
, 求 下 列 函 数 的 导数 ; 
G) y-( +ax— 1)singy (9) y-en, 
O y-er (4) y-1«(1 722) 
G y= a-15 (9 y= PDA 
(D »-Vi-siazs; (8) y— x'arctgV/x ; 


317 


1 
(9) ye Cac bx)! ; (10)y = VE; 
Q2) y 23A - tiat Q2)y- (Et 1)sin?3l; 
Q2)y-zamcinseyTc — (4)y-lVa cx e aresin T, 
7. 已 知 物体 作 直线 运动 的 运动 规律 由 下 列 方 程 给 出 , 试 求 该 物体 在 指定 时 记 的 速度 


(1) S=? +23, 了 一 2 
(2 S-at'-6b,  £-2 


T 


" 2 
(3) x6 (RT, f- ge 


38. 单 摆 绕 固定 轴 摆 动 的 运动 讽 律 是 。 


97 gos (FE) 


求 = 0 时 摆动 的 角速度 . 
9. 求 下 列 曲 组 在 已 知 点 处 的 切线 方程 ; 
(1) y2x?-3x, (Ex - 2 处 ; 


(2) y= Aas tes us 


(3) y - El, gys. 


3-x* 
10. 求 下 列 微 分 ; 
Q) dc3— 135 (2) 433 
(3) din(as4 b); (4) Geos( a i E 
(8) darcsin 37 X (6) darctg(1 —x?). 


n1, R-REBHA RIEP 3G 48 
形 做 成 一 个 湄 斗 《部 图 ) ， 疲 使 活 斗 的 容积 最 大 ， 这 
时 多 角 应 为 多 少 ? Gas MEER- Dart E 
链 呈 疯长 ~ Rp) 。 

12. 在 如 图 所 示 的 并 联 电路 中 ， 设 电阻 Ro 给 定 ， 
总 电流 国定 .Ri 多 大 时 ， 在 电阻 Re 上 可 以 达到 最 大 的 
功率 ? 


(第 12 题 》 


第 十 七 章 积 分 


毛 主 席 教导 说 “分 析 的 方法 就 是 辩证 的 方法 。 所 谓 分 析 ， 就 是 分 析 事 物 的 矛盾 。” 

我 们 知道 ， 微 积分 是 解决 客观 事物 局 部 与 整体 这 对 矛盾 的 一 种 数学 方法 ， 在 上 一 章 
中 ， 我 们 详细 地 分 析 了 微分 这 个 侧面 ， 本 章 将 着 重 研究 积分 这 个 侧面 及 其 与 微分 的 联 
系 ， 并 通过 积分 的 应 用 进一步 揭露 微 积分 这 对 矛盾 的 实质 . 


一 、 定 积分 的 实例 
1. 曲 边境 形 的 面积 
如 果 平面 图 形 的 各 边 都 是 直线 ， 那 未 用 初等 数学 的 方法 就 可 以 求 测 它们 的 面积 来 
例如 
矩形 的 面积 ~ 底 x 高 ; 
三 角形 的 面积 一 诗 底 x 高 
但 是 ， 在 实际 问题 中 ， 有 些 图 形 除了 有 直 边 之 处 ， 还 有 曲 边 ,这 种 右 曲 边 的 图 形 叫做 曲 
Xm uui). 


u ZA 


a» (2) (3) 
图 17 一 1 

怎样 求 曲 边 图 形 的 面积 呢 ? 我 们 会 求 直 边 图形 的 面积 ， 而 现在 遇 到 的 却 是 求 曲 边 图 
形 面积 的 问题 ， 这 就 存在 着 “ 直 与 曲 * 的 矛 逢 ,为 了 求 出 曲 边 图 形 的 面积 ， 就 必须 解决 “点 
Ha". 

毛 主 席 教 导 说 :人 的 正确 思想 ,只 能 从 社会 实践 中 来 ,只 能 从 社会 的 生产 斗争 、 阶 级 
斗争 和 科学 实验 这 三 项 实践 中 来 。” 劳 动人 民 在 长 期 的 社会 实践 中 ， 用 各 种 办 法 解决 了 
“ 直 与 昌 " 的 矛 慎 ， 充 分 显示 了 劳动 人 民 的 哆 明 才 智 . 例如， 钳工 师傅 用 平 铂 加 工 加 形 工 
性 时 , 平 刍 每 键 一 下 都 是 直 的 ,但 不 断 改 变 链 的 方向 ， 就 能 健 出 一 个 园 来 (图 17 一 2》 . 
这 就 是 说， 从 总 体 上 看 ， 工 件 的 外 形 昌 是 曲 的 ， 但 从 工件 极 小 的 一 段 上 看 ， 却 能 认为 侠 
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直 的 。 又 如 ， 建 筑 工 人 用 条 石 可 以 形成 半圆 形 的 桥 洞 ， 从 总 体 上 看 桥 洞 是 曲 的 ， 但 从 一 
块 条 石 看 却 是 直 的 〈 图 17 一 3 ) 。 


图 17 一 2 图 17 一 3 


上 述 两 个 例子 表明 :“ 直 与 曲 * 这 对 矛盾 ， 在 一 定 条 件 下 是 可 以 互相 苇 化 的 ; 从 总 体 
看 是 曲 的 东西 。 在 极 短 的 小 眉 上 却 可 以 看 作 是 直 的 . 正 旭 因 格 斯 所 说 : “高 等 数学 的 主 
要 基础 之 一 是 这 样 一 个 矛盾 : 在 一 定 条 件 下 直线 和 朋 线 应 当 是 一 国事 。” 曲 边 网 形 的 Bi 
积 正 是 运用 这 种 辩证 的 观点 才 求 出 来 的 。 

BEY RHAI- 0027 0, deoa, abk s ARR RAAP GR 
RUNDE ML RR DUREE DERA). 


图 17 一 对 


We CO ARTE 

我 们 知道 ， 如 果 图 形 是 由 直 边 组 成 的 ， 那 末 就 可 用 初等 数学 的 方法 求 面积 . 但 是 现 
在 所 要 求 的 是 湖 边 梯形 的 面积 ， 它 不 能 直接 用 初等 数学 的 方法 来 计算 ， 因此， 为 了 求 得 
曲 边 梯形 的 面积 ， 就 必须 解决 “喜与 曲 ? 的 矛盾 . 

(3) 解决 矛盾 

前 面 已 经 指出 ， 在 相对 于 整体 是 很 小 的 局 部 上 ， 可 以 把 曲线 看 成 是 直线 。 于是， 为 
了 求 如 图 17 一 4( 1 ) 所 示 曲 边 梯形 的 面积 ， 可 先 用 平行 于 轴 的 直线 把 图 形 分 成 许多 小 
曲 边 梯形 [图 1? 一 4(2)]; 并 在 每 个 小 曲 边 梯形 上 用 直 边 近似 代替 册 边 ， 即 通过 “以 直 代 
曲 ” 的 办 法 ， 用 小 抢 形 的 面积 作为 小 曲 边 宰 形 面积 的 近似 值 ; 再 把 各 个 小 揪 形 的 面积 加 
起 来 ， 就 得 到 所 求 曲 进 梯形 面积 的 近似值 ,而且 ， 分 得 越 细 ， 近 似 程度 越 好 ,在 无 限 细 分 
的 条 件 下 ， 即 通过 取 极 限 ， 近 似 值 就 转化 为 精确 值 ， 从 面 便 得 到 曲 边 梯形 的 面积 。 

求 曲 边 梯形 面积 的 具体 做 法 是 : 

名 细 分 ， 在 局 部 上 "以 直 代 有 曲 ?， 得 小 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 。 
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将 区 闻 Ca,03 分 成 % 个 长 度 相等 的 小 区 间 ， 记 作 
Quee Larsa], Ca ad, nnn Uns Xapi Je 
其 中 sisa, Xa mb, 相应 地 ， 曲 边 梯 形 被 分 成 # AARE ETOBUR K 
记 为 


AAi, AA, dA ne dA. 


显然 ， 每 个 小 区 间 的 长 度 为 4x =? 4， 因为 各 小 区 间 左 端点 的 仍 标 分 别 是 ; 

"RP 
所 以 在 曲线 yf(x) 上 对 应 点 的 纵 坐标 分 别 是 : 

pf), um f(a) ye Gs mmm Fs). 

在 每 个 小 区 间 上 ， 作 以 4x 为 底 、 左 端点 对 应 的 纵 坐 标 为 高 的 小 拓展 ， 则 小 曲 边 梯 

形 的 廿 积 就 近似 地 等 于 对 应 的 小 个 形 的 面积 ， 即 

AA m y, dx f(x)dx; 

AA o y, Ax = f (x) di; 

AAs ys Ax = f (35) dug 


*0 AM yu dx - f (8) d, 


GET, FA A RETE ER G6 c UE 
将 所 有 小 矩形 的 面积 加 起 来 ， 就 得 到 总 的 曲 边 梯 形 面积 4 的 近似 值 ， 即 
A-— AA, AA, +AA pre HA, 
cef (x) At f(x)dx + f (s) doc ee fs) da, 

图 取 航 限 ， 得 到 曲 边 梯形 面积 的 精确 值 . 

击 图 17 一 4( 2 ) 可 以 看 出 ， 不 论 ?取得 多 大 ， 各 个 小 矩形 面积 之 和 只 是 曲 边 梯 消 而 
积 的 近似 值 . 但 是 当 分 得 越 细 ， 即 ” 越 大 时 ， 所 得 的 近似 值 便 越 接近 昌 边 梯形 的 面积 . 
因此 ， 在 将 区 间 Cab] 无 限 细 分 的 条 件 下 ， 即 当 % 一 oo 时 ， 上 式 右 端的 极限 值 就 是 我 们 
要 求 的 曲 边 梯形 的 面积 4， 即 

A- mC fF (55) Ao fO) o FG) oem f (8) 4), 


ERERNMRTM RT ios B/C) qm 
E Gas feu drt fC) Axt Gr) rent f(a) da. 


其 中 * 中 "是 求 和 的 记号 ,叫做 过 加 号 AE PEOR EIOS E f Gr ode FO d 


i1 


的 下 标 由 1 到 ?# 共 ” 项 的 和 ,因此 曲 边 梯形 的 面积 也 可 表示 为 
A~ dim E Gas, 
AT? iz] 
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2 ,变速 直线 运动 的 路 程 

在 上 一 章 中 已 经 讲 过 ， 已 知 物 体 作 变 速 直线 运动 时 巾 程 随时 间 姿 化 而 变化 的 规律 ， 
那 末 ， 通 过 求 导数 便 可 以 求 得 它 的 速度 .现在 我 们 提出 相 到 的 问题 : 已 知 变速 直线 运动 
的 速度 ， 如 何 求 出 运动 的 路 程 ? 下 面 用 例子 来 说 明 求 变速 直线 运动 路 程 的 分 析 方 法 . 

A2 已 知 自由 落体 的 速度 v=8; ， 试 求 落体 在 1= 0 到 ?一 3 秒 这 段 时 间 内 下 落 交 
MES, 

解 : (1) 分 析 矛 盾 

我 们 知道 ， 对 于 等 速 运动 ， 它 的 路 程 等 于 速度 乘 以 时 间 ， 即 

路 程 = NEBE RESI. 

而 落体 运动 的 速度 是 随时 间 变 化 的 ， 因 此 不 能 直接 用 等 速 运动 的 公式 计算 路 程 。 变 求 落 
体 运动 的 上 路程， 必须 解决 等 速 与 变速 的 矛盾 ， 即 必须 解决 “不 变 与 变 " 的 矛盾 。 

(2) 解决 矛盾 

“不 变 ” 与 ^ 变 ”这 对 项 丑 ， 在 一 定 的 条 件 下 ， 也 是 可 以 互相 转化 的 ， 对 于 落体 运动 来 
说 ， 在 极 短 的 时 间 内 ， 由 于 速度 变化 很 小 , 变 迷 可 以 近似 地 看 成 等 带 . 落 体 运动 的 路 程 ， 
正 是 运用 这 种 辩证 的 观点 求 出 来 的 。 

求 落体 运动 路 程 的 具体 步骤 如 下 : 

全 细 分 ， 在 局 部 上 “不 变 代 变 *， 得 小 腾 路 程 的 近似 值 。 

将 时 间 区 间 C0，32 分 成 相等 的 % 小段 时 间 (图 17 一 5) ， 记 作 

[hi 53, Ctar tal, Lio Gene Ch 3 其 中 
5,270 .相应 地 ， 路 程 S 被 分 成 # ABE 依次 记 为 

AS,, 45,, AS JS., 


BR HE AMERBUI 463. RO KEE 
的 开始 时 刻 分 别 为 


3 3 
o9, 7. amie, mmm 


LI 


图 ;7 一 5 
u= -1D2 
所 以 ， 速 度 "… 如 的 对 应 倩 分 别 为 
2, 6-0, vm toos ty Flo 2 8, ee ， 


在 每 一 小 臣 时 间 肉 ， 山 于 落体 的 捞 度 变化 不 大 ， 可 以 近似 地 看 成 是 以 每 小 毁 开 始 时 
刻 的 速度 作 等 速 运动 .于 是， 可 用 等 速 运 动 求 路 程 的 公式 ， 计 算出 各 小 段 路 程 前 近似值 ; 
AS, zegt di 0: 


: 3 E 
Abd odas 

3 3 3 

JS gt, dt = era. FREU H 
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: 
AS gh di sn gh 7 0-0di). 


OFM AARE SHEME. 
Ha ANBETE MEER WA E S 的 近似 值 ， 即 


s-Xase Es gidi zl AU gt, AE gs MES enn + dl 


-gl JO 42A mm e (i123 (Ey Do. 


命 取 极限 ， 得 总 路 程 的 精确 值 . 
可 以 看 出 ， 将 区 间 [ 0 ， 3 ] 分 得 越 细 ， 也 就 是 #* 越 天， 近似 值 就 越 接 近 所 要 求 的 路 
程 。 在 无 限 细 分 的 条 件 下 ， 即 当 noo 时 ， 上 式 右 端 的 极限 就 是 奔 求 的 路 程 S， 即 


? (n 
Sod D g o Umi 21 ) nu 


Slims goa OO. 


这 就 是 物体 在 时 间 [ 0 ,3 ] 内 下 落 的 路 程 . 

工 述 前 分析 方法 也 适用 子 求 一 般 变 十 直 线 运动 的 路 程 。 

二 、 定 积分 的 定义 

毛 主席 教导 涪 :“ 认 识 的 感性 阶段 有 待 于 发 展 到 理性 阶段 一 一 这 就 是 认识 论 的 辩证 
法 。? 上 面 两 个 例子 虽然 有 不 同 药 基体 内 容 ， 但 是 我 们 可 以 看 到 ; 

《1) 无 论 是 求 曲 边 梯形 的 面积 ， 还 是 求 变 速 运 动 的 路 程 ， 它 们 都 是 和 式 的 极限 汀 
题 ; 

(2) 解决 这 现今 问题 的 过 程 部 是: 先 细 分 ， 在 局 部 上 采取 “以 直 代 曲 >、“ 太 变 代 变 ? 
的 方法 ， 求 出 局 部 量 的 近似 位 ; 然后 作 和 ， 得 到 整体 量 的 近似 值 ; 最 后 取 极 肾 、 就 得 到 
整体 量 的 精确 值 ， 

抓 住 这 种 共同 的 本 质 的 东西 ， 便 抽象 岂 积 分 的 概念 . 

定义 WüREv- footer rpm. Sepe Ca, 03 分 成 ?个 长 度 相等 的 小 
EN, EARNER 


=X, Xay Xy t€, Xa, 


E0245 
C) REAA Le 24 ee (n1) = 2007 D. 


E] 
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其 中 4x 是 小 区 闻 的 长 度 ， 那 末 和 式 的 极限 


lim Ego. 天 


tao fomir Dota cem etf mm 即 


MIO uai, fO dx 


Jb HERRRR. (COUMDERRUE. (COdsmBOE RUE, Mog d MDUERE 
分 的 下 限 和 上 限 ， 记 号 f 叫做 “积分 号 ”。 


根据 定 积 分 的 定义 训 知 ， 例 了 中 曲 边 梯形 的 面积 是 函数 / (>) 在 Ca, 0) 上 的 定 积 
分 ， 即 


A= OLE 
例 2 中 物体 在 = 0 到 i = ash ELS IRE PETERE B ER gt E CO ,3 上 的 定 积分 ， 即 
S= fgtat—44.1 ( 米 ) 。 


三 、 定 积分 的 几何 意义 
出 定 积分 的 定义 知道 ， 如 果 在 Ca， 夏 上 ， 隧 数 
yf, WALERY 


frente eoa 


表示 图 17 一 6 RAER 4 
如 果 在 C4，bJ] 上 f(x) 志 0 (图 17 一 ?7) ,由 于 
Ax 0 ， 从 而 积分 和 式 中 的 每 一 项 f (%) x o, 


所 以 人 700 dit lU, IU 


fife an- -〈 昌 边 梯形 的 面积 ) --4. 

利用 定 积分 的 几何 但 义 ， 可 以 通过 求 图 形 的 而 
积 而 得 到 菜 些 定 积分 的 值 . 

例 。“ 极 撕 定 积分 的 几何 意义 ， 指 出 下 列 定 积分 
的 值 : 


Q) fm 
e) f vacas, 
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解 : O) 人 “av 的 数值 等 于 图 17 一 8 中 阴影 部 
分 的 面积 .这 据 面 积 可 用 大 三 角形 的 
面积 x2 着 去 小 三 角形 的 面积 
iuum, Bun 


? lg43.l.44.3. 
fim XU 


(2) f vacas rim o 


扬 示 的 面积 ， 这 次 面积 是 半径 为 2 的 
贺 而 积 的 一 半 ， 所 以 有 


2 -= 1 
Í V jan dt m2)! = m, 


3 E 


1 已 知 自由 应 体 的 速度 voci, RERAKHCO, AROFA RAEN 0 到 
1 一 3 秒 下 落 路 程 的 近似 什 ; 若 将 [0，3 分 成 30 等 分 ， 下 猪 路程 的 近似 人 是 多 少 ? 

2. 在 一 导体 中 流 过 的 电流 为 i = Lusinat, 其 中 In、o 为 常数 ， 试 用 定 积分 表达 从 f-- 0 
8l ios 秒 内 通过 导体 截面 的 电量 。 

3. 定 积分 】 7(24> 的 天 小 与 什么 有 关 ? P pondse f rios 

4 根据 定 积分 的 几何 总 义 ， 将 下 列 图 形 的 面积 用 积分 表示 出 来 (不 计算 结果 ) 
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5 . 画 出 下 列 定 积分 所 代表 的 图 形 路 积 ， 并 指出 积分 值 ; 
0) Js (2) foe (3) J voris, 


第 二 衣 ” 微 积分 基本 公式 


由 第 一 节 鲍 2 看 到 。 用 定 积 分 的 定义 〈 即 用 和 式 的 极限 ) 直接 计算 积分 值 是 很 麻烦 
的 ， 锻 此， 必须 解决 定 积分 的 计算 方法 问题 

一 、 原 函数 的 概念 

我 们 知道 ， 自 由 落体 的 路 程 S= 51 与 速度 ~8t 之 间 有 如 下 的 关系 : 


( lg) =g mds gidi, 


这 时 路 程 函数 S ~ 1 ert gpl plo iiit v cet 的 原声 数 ， 


一 般 地 ， 如 时 MOEA 


FG) -FOOdF Cs foods, 


MERE CO eI CORB OR. 


gum, v >inx 是 cosx 的 原 唤 数 ; 
一 一 ' 是 e- 的 原 函 数 ; 

sax, 一 cosz 是 sinx 的 原 函 数 ; 

Qurisy i, LINT 


Custos, Ql seuktmment 


Greyom, 入 十 5 是 27 的 原 函 数 ， 
(其 中 ， 为 任意 常数 ) 。 
二 、 微 积分 基本 公式 
在 第 一 节 例 2 中， 我 们 按照 和 式 的 极限 求 出 了 自由 落体 在 时 间 # = 0 到 3 秒 内 下 
DII 
$= {gla4.1 GO. 
BFM, PG AGDEHRUDuOE oo MORRES- gt? HUNE Eio dl 
1 =3 黎 内 ， 物 休 下 落 的 路 各 是 
8-302) =S (0) - du! = pgo) =44.1 OR, 
为 了 书写 方便 ， 我 们 将 路 得 增生 SC3) 一 SC 0 ) 记 成 S(t)|"， 二 是 有 
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r stat SU) . 


itf, mpat 划一 物体 作 直 线 运 动 时 的 路 程 函 数 S= CE) MAE), WE 
物体 由 -了 1 ,到 #= 了 :这 段 时 间 内 所 经 过 的 路 程 S， 可 用 积分 


S fa 


发 示 ， 志 可 用 路 程 冰 数 的 增 基 来 计算 ， 即 


、w er rTs 
SESTA SC) SOJ s 


因此 有 


f v(t)di- S 


SOBSU)- v. 


Ene CARGA. GPS WORSE. E GEUNTEGLE. Spam rige 


Yet 
RE UURDCOR [COME MOUYE (ORP K(odo. Ark 


LAURO ETAR Tm AAA 式 . 


了 一 


[A 


[UVETIEICANEMELLUEMCI CAU EP d MEC E 
FRE., NUEGETHAGU. ERA DEB DHL RT UH Air PR UPS A hg i E ERI jal 


“是 的 原画 数 ， 
根据 微 积分 基本 公式 三 
人 er- ig ' =1 1 
例 2 Rf cosa, 
解 : o (eint) =eosf， 即 Sinf 是 cost 的 原 函 数 ， 
根据 微 积 分 基本 公式 有 
Ji cost dt= sint |Ë rsin S — sing, 


三 、 微 分 和 积分 的 关系 
微 积分 基本 公式 建立 了 积分 和 导数 或 微分 ) 之 间 的 相互 关系 。 
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下 面 我 们 再 以 变速 宜 线 运动 的 路 程 S 和 速度 之 间 的 关系 为 例 ， 进 一 步 说 明 微分 和 
积分 之 间 的 关系 ， 
如 果 物 体 作 变速 直线 运动 ， 速 度 "=?( 缚 ， 那 末 它 在 Ti -> 了 :这 肛 时 间 内 所 经 的 路 程 


n 


因为 和 式 aoa HEI Edt, 是 物体 在 志 一 去 十 条 这 一 小 段 时 间 内 所 经 
WERE ASQ UL BI dS nv ( 1) 2t, MAAR o (1,) at EET >T, 整 侦 时 间 内 物体 
所 经 路 程 S 的 近似 值 . Ms S ooo (1,) EROR. EPI 也 就 越 接近 S， 所 以 
有 Slim vt) at, 

我 们 知道 ， 当 物体 作 变 速 直 线 运 动 时 ， 只 要 4isso ， mxl v (5,)4E IHR, ESE 
近似 值 . (Hoch AGCACATEIM. AS neo CL) dt 就 转化 为 精确 的 微分 等 式 45 =v(t)dt， 因 而 
整个 和 式 也 就 转化 为 S 的 精确 值 了 。 这 说 明 上 述 和 式 的 极限 一 一 积分 一 一 正 是 无 数 微 分 
SERE. 

因为 微分 等 式 4S — o (t)i EMER A, ev (1) A 24 2E Ae E RE CSI BT 
以 路 程 的 微分 4S=v(t)4t， 即 被 积 表达 式 的 具体 意义 就 是 当 4i HRAS abe itr 
的 路 程 ， 即 瞬时 路 程 。 

上 述 分 析 说 明 : 

(1) 定 积分 中 的 被 积 表 达 式 是 整体 量 的 微分 ， 它 表示 整体 量 微小 的 局 部 } 

(2) 定 积分 是 微分 的 无 限 积 票 ， 因 而 积分 的 结果 就 是 积累 局 部 的 结果 ; 

(3) 定 积分 表示 的 是 一 个 整体 量 . 

微分 和 积分 的 这 种 关系 正 是 客观 事物 中 的 局 部 与 整体 这 对 矛盾 在 数学 中 的 反映 。 

四 、 定 积分 的 性 质 

定 积分 有 如 下 的 性 质 : 

1. 两 个 函数 和 ( (E) 的 定 积分 等 于 各 个 函数 定 积分 的 和 的 和 《 差 )_ ， 即 


| Jeter Gs - furens f n, | 


nm dx= EZ un 


n" ren "n 


4. 对 于 任意 一 数 c<， 有 有 


| MOLE MIO uo | 


这 四 个 性 质 都 可 以 利用 微 积分 基本 公式 直接 导出 .这 里 仅 证 明 性 质 3 和 人 性质 4 。 
设 六 %) 的 原 函 数 是 4)， 则 根据 微 积分 基本 公式 有 


freo e- FQ) -Pla = FO) -EO - P604 


fien frena - cr) - FG) FC) - FC 
-FG)- Pla)= ffar, 
例 计算 下 列 定 积分 : 
Q) fortan o) freie. 


NE 0 了 Gen da [6e 十 2X 十 dio Pase Fase fan 


-pebpes real attimi is 
(2) f si fr eosz) dx- fia cem dx 
Lal (Fa ll ll LT ll 
73 ida 5 fieossds = z* j:- Quer iC 2. 
3 题 
1. 根 据 求 导数 的 公式 ， 求 下 列 函 数 的 厌 藻 数 ; 
0) xs (2) 8e* (3) 1755 
(4) e? ^ sing; (5) sino; (6) cosct, 


3. 计算 下 列 定 积分 : 
Q fees œ fiva (a) fias 
a) fossas — 6) firri 
和 nt Po 
€) 人 :oot co fi voe 
3. 一 物体 以 速度 。- 工 + 3# 作 直线 运动 ， 求 在 [5。103 PEN ARKETA RR 
4. 计 算 定 积分 人 Go + 1)&x， 并 面 山 它 所 玫 孙 的 曲 边 梯形 的 面积 。 
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5., 求 余弦 曲线 y coss 在 一 个 同期 上 与 * 轴 所 图 成 的 图 形 的 面积 ， 


GROS) 


G. TF FERE SG cos % 的 原 函 数 ? 哪些 不 是 ? 
singg sing- 2; sinx—2; Lanes sin2x; 
sinx2x; sin% 二 CCC 为 任意 常数 ) 。 
7 .用 微 积分 基本 公式 计算 定 积分 feosxd4 时 ， 应 该 取 cos% 的 圣 一 个 原 浮 数 ? 取 sin% 


十 C 是 否 可 以 7 
8. 用 微 积分 基本 公式 ， 证 明 本 节 第 中 段 中 定 积分 的 性 质 1 和 性 质 2 。 


DESNE o, 定 现 分 f(x)ax~? Ramb, ER Sfr 
10 EF ARRA: 


(2). f: (osito besst) dis 


e $e 0) f vi xax 


OMNIS 


第 三 季 R 分 法 
从 上 节 看 内 计算 定 积分 的 关键 是 找 出 被 积 函 数 的 原画 数 。 求 原 函 数 的 方法 叫做 积 


分 法 . 

一 、 不 定 积分 的 概念 

我 们 已 知 ， 欧 数 2 的 原 丽 数 除 Ah WHHL, o Lage, seed RIDE 
写成 s* +C 的 形式 ， 其 中 C 为 任意 常数 这样 ，x E CES 3r 的 全 体 原 函数 . 函数 ax 的 全 
BOO + Cu colos MTERA WA f sax, B 

fois ne. 
一 般 地 ， 有 下 述 不 定 积分 的 定义 
定义 KR COR CON) DRRR, ME Go (RIE) = Foods, gps 
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COR EHE RGB EIE e CUBE RR FC m qao SSe B 


其 中 任意 常数 C 叫做 积分 常数 。 
根据 导数 的 基本 公式 表 和 不 定 积 分 的 定义 ， 可 以 得 到 如 下 基本 积分 公式 裘 : 


一 一 一 一 一 -一 一 一 一 


Q) fgas- ic, voQRxy-K 


o fenem) os luem e 


(3) iss = ~ cosx FC MO (—cosx)'— sins | 
j 
(4) fossis nne V (sing) = cos% | 
(5) fes-ec To(ey-e | 
(6) fes iC vo ajy sd | 
(7) f gris arotgx +U VO (areten) E ! 
(8) Ilo -da m atesinx 4- C VO (arcsinx) = Vic | 
m r 1 : 

(9) fne —igx 4C e (QugXY = "E 
ao fiya- —eigx C Vo (-egxy =- 当地 | 


RORAGGUERUGER MH RI 必须 熟 记 ， 
TABARA RC) NH. 
例 EFIE 


(1) feas (2) fv ras 


G) frais qw fha, 


解 ; (1) 人 AMEN ie RC; 


O) fv var- 
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i E H 
(3) far zax = {ar x eco Cs 
(4) l dx = fa dx= 一直。 
二 、 不 定 积分 的 性 质 


根据 导数 的 运算 法 则 ， 可 以 推导 出 如 下 不 定 积分 的 住 质 ; 
LHAREN (E) 的 不 定 积分 等 于 这 两 个 函数 不 定 积分 的 和 《 差 ) ， 即 


| | frosna ax jc fo) O ds fcn 


2 ,被 积 函 数 中 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 符号 外 面 来 ， 即 


| Jeron- are | 


运用 这 两 个 性 质 ， 可 以 求 出 一 些 函 数 的 不 定 积分 ， 
A 求 下 列 不 定 积分 


(1) [Gc ce (2) fez- cos ens 


G) f £u o fa -ryan 


2X 
(5) fe 34. 


E: (1) f cer + 3) ds fie dx + faax~2 ferdrts fas 
—26- 8x C; 


(2) fez bees xis Y fanxds- b feosst 


一 venen 


= kii tin |£| +C; 
a) faa famen ax fas a oan freda 
1 


x3 NGC 
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(5) fe Zanc [IHO dn- (s (3 cosxdx 


ol, l, 
-gy*t 2 sinx C, 


三 、 换 元 积分 法 
现在 介绍 不 定 积分 的 换 元 积分 法 , 先 考察 下 面 的 例子 : 


8r foe, 
解 ; 由 复合 函数 的 求 导 法 知道 


(ety = oet, 
EUA 
fee =67 4C, 


在 这 个 例子 中 ， 由 于 ede end (28), MY f aem de= fondos MEE 
jegm;a-ec. 
这 说 明 在 公式 eax 天 + C 中 ， 把 * Mta, AMOR. 


同样 ， 下 面 的 式 子 也 成 立 : 
faar) EDIT 


[emm cs 
[eain sem ec, 


E, WUR 6JÉ x BO oA — x&Y)， 那 末 就 有 
fee du(x)- e 4C, 


上 面 的 运算 规律 具有 一 般 性 ， 即 如 时 f'f004x— FG) e C， 那 末 有 


| fresconeco =P 


上 面 公式 叫做 不 定 积分 的 换 元 积分 法 公式 . 
这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 把 基本 积分 公式 推广 成 如 下 的 形式 : 


G) [ze -K+ C; (2) fe du - il qw? EC Case—1) 
(3) jov — cost -- C; (2) jm mes 
(5) [emo (6) [io-n Is] +C; 
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(7) fr rete tt; (8) Ive dh = arcsinu C; 


(9) f- du -tgu C; aof ah 
Cherie = ua). 
例 2 求 eosssäx, 
解 : tip foosudn sinu eC, 我 们 可 以 取 w = 3x, Mdu =3dx, 或 4x= idu, 于 是 
便 得 


du=—ctgu+C, 


fem f cosudt iss 4C, 
再 把 4% 一 3% 代 入 上 式 ， 襄 得 到 
finem = ELE PC， 


dx 
8i kf. 


son f csl +C， 我 们 可 以 取 w= iei. Wdus ide, uso pis, T 
是 便 得 


da Afin 1 
2x-3 2J u 2 


例 4 Ef ix 


ln le +C=4in l2s-3| +C. 


解 : "Tu -aretgu 1C， 央 此 将 原 积分 作 如 下 的 变形 


ne 


dx f- dx 
?532 aJ 
a“ -H [3 E 


设 už, 则 az = bdx, dx adu. FEES 


adu Ex du 
peut 工 十 2 


E Dd LAM 
-3 ae [o "Lu mic. 


例 5 R Sev Traas, 
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解 : 设 =1+x*， 则 dw~2xdx， 于 是 便 得 
一 一 1f, 1 „cl E 
Pw dx = $f ein 3 2+C~ Bi +x?) +C 
= VOTAF +C. 
po 求 |insxeosxqx。 
解 : 设 u-cinz, Wldu-cosxdx, 于 是 便 得 
下 ins ecosxax- fas du uC Lust, 
当 练习 比较 纯熟 后 ， 就 可 以 不 必 把 EH. 
BET 求 下 列 不 定 积分 : 


a) EE tee its 


As REA 
E: ERRER: 


xl 
fov. 


Ales Hu =F, Ux = ^ Ailüdx-uidu, RAR 


x4 tat 
fei Settu) du i [F+ w) +c 


1 f.i H 
=; (5 8. 
15 (3441) :+ 3 (3x 41)5 4C, 


再 根据 微 积分 基本 公式 ， 可 知 


& El gp [1 $21 ESI 
fa "— EM (3x 4.1) +5 800 | 3 
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四 、 积 分 衣 的 使 用 法 
前 面 我 们 利用 基本 积分 公式 和 换 元 积分 法 ， 求 出 了 一 些 函 数 的 不 定 积分 .为 了 求 出 


更 多 类 型 函数 的 不 定 积分 ， 我 们 常 使 用 积分 表 〔 参 考 本 书 最 后 附录 二 ) ， 
积分 表 是 按照 被 积 函数 的 类 型 排列 的 .在 用 积分 表 求 积分 时 ， 只 要 祖 据 被 积 函数 移 


类 型 ， 到 表 中 理 相 应 的 公式 ， 再 把 结果 写 出 来 就 可 以 了 - 
例 1 查 表 求 下 列 沾 定 积分 : 


a) EE D fx 


WS 0) 这 个 积分 属于 简单 积分 表 中 公式 (11) ， 取 4 = 3， 
Xx-2i3)3 95 (c 
3:1* 


(2 rimini, 


b-i, 得 


Sxdx _ 5 xdx 
Vas V3 +s 


-106V IT Lc, 
3 


(2) 这 个 积分 属于 简单 积分 表 中 公式 (53), 取 4 一 10,b=4,c~4, 这 对 8? 一 44c，、 于 是 


得 
dx 1 2:454 ^ 
mr +C 
10+4X+ 4 Vhled E Taoa 4: 


G) 这 个 积分 属 丁 简单 积分 表 中 公式 (68) ， 取 4= 4, b=2, zit 4<8， 于 是 得 
cos(4 +2)% eela Ac 


sin4xcos2xdx— -- 
f 2(442) —— 8(4- 2) 


1 1 
73595 6X 一 二 cos2x 4C, 


LLME IPEA 
R: 这 个 积分 属于 简单 积分 表 中 公式 (71) ， 取 #= 5 ， 得 
feosssas = qu sinxa- $ festa. 


再 利用 公式 (?1)， 得 


f cos? ads - costs sinx4 i cosxdx 


2 
= loos?y sing- yc 


所 以 
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5 -1 
fe xdx 5 
ES 
5 


15 
3 — 
1. 利 用 等 函 数 的 积分 公式 ， 求 下 列 不 定 积分 ， 


G) ee (2) f 4s 
w fav o f. 


2. 利 用 不 定 积分 的 性 质 ， 求 下 列 不 定 积分 3 
Q) 人 -27az (2) fein’ idis 


cos*x sinx + cos? sin ¥ + siax+C。 


cos2X 
G) farsas 


costy sinxd- fee 和 sinx4 2 sinax+C， ) 


(3) fev rin 


十 cos ? 839 


f 十 下 一 5 
efe o fhu 
C E (8) 了 4 


3 .利用 换 元 积分 法 ， 求 下 列 不 定 积分 ; 
O) fe-avias (2) fva an 


O fies sys — (2 fuus 


G fs (6) fa IF amis; 
0 (od as 

o ftem (fem 
fumum fuss 
GD 人 ae (12) adu. 


4. 计 算 下 列 定 积分 ; 
Q) 全 ora 


ONSE 


(2) fissa 


cos?g 
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(3) fu "c (4) Fo sin 4 49; 
(5) Feo (6) É sin (25-6 eot, 
5. 利 用 简单 积分 表 ， 求 下 列 积分 : 
o fpi D fus 
( [X 4-— S ; 
(5) 人 insssinaxaes (6) fossas 


-r 提示: 利用 公式 (18) 了 3 


(7) foster oM; 


(9) 人 assass 
o 


第 四 节 ” 定 税 分 的 应 用 


书 主 席 教导 我 们 说 ;“ 理 论 前 基础 是 实践 ,又 转 过 来 为 实践 几 务 。" 前 面包 节 讨论 了 定 
积分 的 概念 和 计算 方法 ， 本 节 通 过 例题 ， 使 学 员 进 一 PTWIRHS NERA XIX 
问题 

根据 微分 和 积分 的 关系 可 知 ， 运 用 定 积分 解决 实际 问题 必须 经 历 两 个 过 程 ; 

《1) 求 出 所 求 量 的 微分 ， 即 被 积 表达 式 ， 这 是 一 个 化 整 为 零 的 过 程 ; 

(2) 把 微分 无 限 积 累 ， 恒 得 记 求 的 量 ， 这 是 一 个 积 零 为 整 的 过 程 。 

这 种 力 法 可 概括 为 下 LL 


UA 2E 积 零 为 整 
整体 量 ( 未 知 )- 一 —c» jm b RERNA) -> 整体 量 ( 已 知 ) € 
d d - fixydx 


a- frod 


例 1 REAS i-- 1B] TRA 《图 17 一 10) ， 


解 ; 根据 椭 贺 的 对 区 性 ， 只 要 计算 椭圆 在 第 一 象限 部 分 的 商 积 ， 再 四 售 起 来 就 可 以 
了 .而 上 半 椭 罗列 方 程 是 ; 


yd 
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PKIO AERA EH Cx, x dx ) 上 
图 中 阴影 部 分 的 面积 就 是 面积 的 微分 ， 即 
dA. ydx- : Varad. 
ERKA Co, 上 ， 把 面积 的 微分 无 限 积 累 ， 得 
搬 圆 在 第 一 象限 部 分 的 面积 
A -f yds -f yaris 


veda 


e 


-y VEL -F resin) 


lo 


2 e 
= T MERC. 
所 以 A- 44. - cab, 
P2 求 由 两 条 地 物 线 y: =x 和 y= 二 %* 所 轿 成 的 图 形 竟 面积 4 《图 17 一 11) ， 
Wo 为 了 确定 积分 变量 * 的 变化 范围 ， 先 求 出 
这 两 条 抛物 线 的 交点 .为 此 , 解 方程 组 : 


f 
yox’, 


得 到 两 组 解 : x*=0, y=0; X= 1, y=1. 
Hj x P Ad Dn 3E OS Co, DAO., 1). MMA 
道 积分 变量 x 的 变化 范围 是 区 间 50o，17。 
PEREC, ACER AM AE. WKE, dx) Ee 
中 阴影 部 分 的 面积 就 是 面积 的 微分 , 即 
A= (y xxt dx. 
在 区 间 [C0,1J 上 ， 把 面积 的 微分 无 限 积 累 ， 得 
r $3 x 
A- foc as(2 s82) 
BS RORECRHRISERIEBSGEBIT, 
解 ; 半径 为 R 的 球 你 ， 可 以 看 作 机 上 半 个 男 
yov R xE 
及 * 轴 围 成 的 图 形 ， 绕 x 办 旋转 一 周 而 成 的 立体 (图 17 一 13) . 
dac RC—R, RERA dE BIOS x ds 
E, 以 半 径 为 "=V RO Lx. BEY BUEE 体 的 
体积 就 是 体积 的 微分 ， 即 
/ =a(R? -x3 )dx, 
在 区 间 RJ 上 ,把 体积 的 微分 无 限 积累 ， 
得 所 求 的 体积 


y -f (Re -xi dx (Rix— To?) P 


SR: i 图 17- 一 1 


例 4 ”由 实验 知道 ， 弹 得 在 拉 伸 过 程 中 ， 所 需 外 力 的 大 小 五 《单位 是 公斤 ) SU 

JOE HS 《单位 是 厘米 ) uk. Hn 
F-KS 《五 是 比例 系数 ). 

An de SSH Js Ie dir fi 6 ERK, BOR ACUBHEBIZIW. (Eliz—1i3) . 

R: EEWO, M, EREC, S+S EE 
力 大 等 同 于 常 力 ， 于 是 得 功 的 微分 -一 Feks 

dW —-FdS-K3d5, 

ERCO E. JEXEUS PLAY OERUR A. (9E 

求 的 功 图 17 一 13 


w= fisas Es -iK (AER). 
1 e 


Bis 把 一 个 带 +9 电 量 的 点 电荷 放 在 > 轴 上 坐标 愿 点 0 处 ， 它 的 周围 产生 一 个 电场 
这 个 电场 对 周围 的 电 蓓 有 作用 力 .由 物理 学 知道 ,如 果 有 一 个 单位 正 电 荷 放 在 这 个 电场 中 
ERRA O 为 了 的 地 方 ， 那 末 电 场 对 它 的 作用 力 的 大 小 为 


F-KÍ (ERO. 


如 图 1?7 一 14， 当 这 个 单位 正 电荷 在 电场 中 从 >= a 处 
沿 + 轴 移 动 到 7+=5 (ab) 处 时 ， 试 求 电场 力 F 对 4 


'EBHERISIW, 0 à Tras T 
解 : 把 区 间 Ca, 07 482), EEC, +r) E 
变 力 等 同 于 常 力 ， 于 是 得 功 的 微分 图 17 一 14 


dW-Fdr E dr, 


在 区 间 [4,5] .+.， 把 功 的 微分 无 限 积累 、 得 所 求 的 功 
e 1 1 
LEG). 


iEIURUiX PaeikcU. MRAM EBEE AENEA EREA 无 限 变 
大 《 即 -~+ ce)， 这 时 ， 电 场 力 所 作 的 功 显 然 应 该 运用 极限 来 计算 ， 即 


w- fk Zar -n(-1 


W= lin (^K Barm ( 5-1) - Et, 


p [e 


在 物理 学 中 ， 单 位 正 电荷 在 电场 中 由 & 处 移 到 无 限 远 处 时 ， 电 场 力 所 作 的 功 叫做 此 
电场 在 4 处 的 电位 , 记 作 .所 以 上 述 电 场 在 4 处 的 电位 是 


U = EQ 
a 


这 里 我 们 通 到 了 求 一 个 画 烙 / GO 的 积分 人 Foods, ibo sconti iR, B 


Bm f ev 


RARER EHS ”/(x)ax， 并 叫做 函数 在 无 了 区 间 Ca, 十 ce] 上 的 积分 。 为 了 区 别 于 
以 前 的 定 积分 ， 我 们 把 这 种 积分 叫做 广义 积分 ， 即 


Ji Koay re 


E! 题 


1. 求 由 抛物 线 y 一 2 和 直线 ?= 2x 十 3 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 

2. 求 由 两 条 抛物 线 ?= 一 22 + 8 和 ?=x%2? 所 围 成 的 图 形 的 面积 。 

3. 求 底 半 径 为 R、 高 为 吾 的 正 圆 锥 体 的 体积 . 

4. 物 体 按 规律 4~ 如 作 直 线 运动 ， 式 中 x 为 时 间 二 内 经 过 的 距离 ， 介 质 的 蛆 力 与 运 
动 速度 的 平方 成 正比 《比例 系数 为 ) . 求 物体 由 * 一 0 处 运动 到 * ~ aab, WRH 
FAD. 

5. 在 放电 过 程 中 ， 已 知 放电 电流 ; -10-se- 达 (的 单位 是 安培 , 的 单位 是 秒 ) , 问 # 愉 
2 秒 到 6 秒 内 共 放 出 多 少 电量 ? 


6, 在 纯 电 限 的 电路 中 ， 已 知 电流 i 一 1sinwt， 
求 上 从 0 到 -这 一 周期 内 消耗 在 电钻 R 上 的 功 . 


(第 6 题 ) 


7. UR 1 公斤 的 力 能 使 弹簧 伸 长 3 厘米 ， 试 求 将 弹簧 拉 长 8 厘米 所 作 的 功 . 


复 习 题 


1, 如 果 将 电容 C 和 电阻 8 串联 接 于 电压 为 DU 的 直流 电源 两 端 ， 那 未 电容 器 就 被 充电 .。 
Bib DA: 在 充电 过 程 中 ， 电 流 


U: 


iet, 
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其 中 T=RC 为 时 间 常 数 .试用 定 积分 表示 从 1 一 0 到 +- sr 时间 内 电容 器 极 板 上 积累 的 电 
30. 

2. 若 功率 是 时 间 HERC) AUGE BUDHRCR KE Bi E ELA BE ERU 

3.3538 SER SEHE (0) - Kt, RPEAWEO t ERRIA., 试用 定 积分 表示 从 二 0 
A t-s 时 间 内 运动 的 路 程 S， 并 计算 出 该 路 程 . 

4. 根 据 定 积 分 的 几何 意义 ， 画 出 下 列 积 分 所 代表 的 图 形 的 面积 ， 并 求 出 面积 的 值 : 


(1) ftm (2) fom (3) fm 
o) f aim © fio- (6) facon 
(1) fare; (8) frr dx, 
5., 定 积分 】 sien fonda tior 为 什么 ? 
6. 用 定 积分 的 几何 意义 说 明 : d» Joyas WS fondre 人 foss 
dox-fOytritt mp, Gods 0， 其 中 6 为 任意 实数 . 


?. 以 初速 re ~ 20 米 / 秘 向 上 抛物 体 ,车 空气 阻力 忽 路 不 计 ,t 秒 钟 的 速度 为 v=?o — Ef. 
求 2 秒 钟 内 物体 上 地 的 距离 . 
8, 求 下 列 不 定 积分 ; 


w {led} c) fessi taes 


dx. 
w fes 


(6) feostosinzan; 


dx 
G fos 


(9) fi dn aofzz tds 
GD VOTE; anfevizemas 
aD fi CO 
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9, 求 下 列 定 积分 : 


G) firas 
3 


(3) MATES ds; (4) fiint sos! ddis 
o 
2 dy , + u 
(5) NEL (6) 了 ICH VE Yt, 
10. 设 mm 为 正 整数 ， 求 下 列 定 积分 ; 
(i) j. sin qnx cos NX dx; (2) 人 sin 1m% sin nix dx, (men); 
(3) f sin? my dx; (4) f coa? MA dx; 


(3) 全 cos mx eos nx dx, (sion), 


11. 求 下 列 曲线 所 围 成 的 图 形 的 面积 : 
(1) MHR =r 与 直线 了 一 X 25 
(2) 两 条 抛物 线 y 一 他 jys r-a 


(3) Rl y — 与 本 级 v= + 及 #23 


(4) AA = x AU e = 8 为 两 部 分 。 


12, 求 由 抛物 线 y=1x， CEIRGO-ICED s 铀 所 转 成 的 图 形 ， 绕 * 轴 旋 转 一 周 所 得 的 


立体 的 体积 ， 


13. 根 据 万 有 引力 定律 知 :发 射 火 简 时 ,地 球 对 火箭 的 引力 严 - m T 


(公里 ) 为 地 球 的 学 径 ，xr 为 火 入 的 质量 ,7 为 地 球 中心 到 火 位 的 距离 ， 


,其 中 


R=6371 


g 为 可 


EJ 加 速 


BE. 如 果 火 箭 焉 直 发 射 到 地 球 引力 图 以 外 去 ， 需 作 多 少 功 ? 火箭 所 需 的 初速 度 为 多 少 ? 
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一 、 儿 何 图 形 的 面积 和 体积 


1. 前 单 平面 图 形 的 面积 公式 : 


-ER -FE a+b 


i 1 A-mx GER) =rR? 
H G9 ELI 人 
£ 


4. d ooa o 3IR 


| 40$ oS CUR) x CEE) = ae 
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名 称 | B E! Wo a 4 A 


& 


| A= (扇形 面积 )- (三 角形 面积 ) 
l 


1 b 
= aR! iua) 


2. 简 单 几何 体 的 表面 积 公式 和 体积 式 : 


名 称 


正方 体 


表面 积 公 式 或 侧面 积 公式 ， 


A= ax CERO xx Cip) = rab 


EJUE = 64? 


长 方 体 


V=% xi xE abh 


-Ph 


l 
| Vo eG 
， 侧面 积 *= 底面 周 长 x 高 | 
i =- arth 
-onyh j 
Tm 
| -udh = 4t h 
i — — uu 
侧面 积 ;= 底面 周 长 x 高 V- RER A 
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| KWRUSXANEARAX | $ MO 公 3 
LL 4 un MN 

| MER- -RUAK 六 - 工 底 面积 x 高 

| x 母线 长 | 

! 2lspieanüo © cU | 

2 
E — NEM 
-lüm«d | 
AR | 
3 


546 


NEAS -L RAK 
~ 下 底 周 长 ) 
x 母线 长 
jen) 


AMPS- 4xR? 
=- mD? i 


表面 积 s -Rh | 
Rs- cr AM ; 
( 球 冠 面积) | 
| 


V exer +7R+R?) 


Vek (R-Ž) 
RVT gi vari) 
( 球 饼 体 积 ) 


Za 简单 积分 表 


说 明 : 公式 中 的 a. a. d 均 为 实数 ; m. n 为 正 整数 。 
1 ,含有 4+35x 的 积分 


a) fearon ds 


4C, Haz- i; 


= ja+bx| +C, 34a- —1; 


(2) dns Wide UC ptr lert i6 


ONES E d.C] (a+b) naQa br) a? ln jatba] J+ Cs 


wdx aj 
e [o x Perge 


at 2a 
Ten la bx] C; 


dx — 1 
(9 [xà 5B a" Jaca 


[e 
n 
* | 


dx PERS s 
0 [yum E 


YX 一 n jer 
O fosio aay EI 


2. 含 有 4+ bx 的 积分 


(9) va- 2(3bx—2a) (a bx HC 


155° 


A 
G0) f vais dx= SL izaba k BaN a TBV e 


af dx a(bx-2a Max. 46; 


ax 3b? 
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V-a 


Varos b dx 


— 022 are gy 2th +C, a< 03 
一 从 


d* 
afanar I aw) ues 


PEST -— d. 
anf ££ as- 2V «35x vef ive 
Vai -YaIM, (b 
aof ear HE 


5.8 Ba dU ER RERLÁÁT 


anf srs Gn s IET - arc ig 三 Y C, Xing 


x 


Saaja (a kT 


osf ui 


Din +r) tC Ss- 1s 


Ia eT 


dx 1 
anf “za” |a—x| 


4. EV ai x HRS 


COS vaca ds- Syn 


z 
enf ayaa ds (at! et; 


Qf evez 
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PAA 4 
dx = MC =a) ya xi t d 


Sehor 


tC, Himm1;5 


mE 
are sin +C; 
a 


Sl; 


a 
sy ds -rr q 3t x 
GOfcei- dx = 4 (5a! -25* y^ ai gi oram sint +C; 


dx 
eft 
28) f 5 
f J 《GE 一 和 2 )2 
29 vix 一 
J (a? =a? yi 


ive IE | +C; 


|«e 


5.&fviclasma 


GOS VAER dr Si gae Saa ee vira] +C; 


GOS evii du - 1 Gre 


G0 f evera dye ortaya- "n et | cs 


dx BENE 
Gaf viige c v EET +C; 


xd. NEM 
Gf X Vaga +C; 
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x'dx m- z r 
aof or C ke ^ in a4 yx? xai | +6; 


" 
i D gat 
UDS Gera a) dx= 8 (ur 50 ) pa t E m ever +C; 


EJ 


t : 
iai ras +C; 


ay x: 


LE 


Mx qai o aln TC; 


T3 5: [4 ^. 
Vx a -oarc coss C; 


a’ 
f >in s+ aa | +C; 


1 a 
are cos" +C 
a E . 


b — gex] 
n 人 一 
V b*—aac [V b maae +b ~—2c%| 


+C, Ñb'=4ac, 
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7. 仿 有 V4t6x+6x7 的 积分 


dx 1 VHLTETVZSG 46€. w 
——— = seth "5 €, we 
Gof v ynmnrerbervGQa rio) +C, %4 
2cx b . - 
0 bd, 00; 
Acc 


TIN ET 
Thtor + b T 


E yk . 


8. 含 有 三 角 函 数 的 积分 


enf sin gx dy = =} eordr + Cs 

(68) f cos axis = bsines LC; 

(99) f isaxdx- 一 i In icosax| +C; 

(60) f etg ax dx= Ius [sin ax| + C; 

(61) f siutasdn =} (ax — sinaxeosas) +C; 
(622 f costazdx = gg (ar + sinaxeosas) +C; 
(63) f see ax dx = im [secax-t tgax] + Cs 
caf ese ax dx 一 一 lm jescax + ctgad] +C; 


C65)f secxtgxdx = sec + C; 


(eo) f escxetgsda 


—esex- C; 


(62) f sinaxsinbadu- - ete] ROME o, "E 
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(68) f simaxcos Bads— -enl- a 当 43eD 时 ; 


n(a+b)x_ sin (a—b)x 
(69) f sesascosbads Sedi] + sucp] tO Mab; 
(10) f si zis = -i sin"! cosx+ LI E 
(1) f sees = 1 cos? lxsin sei D 


—tg^-i xf tg""?xdx, n=l; 


cof tg"xdx = 


(73 etg” xdx 一 一 H ct n=l; 


eof sec” xdx = tgX sec"? x Í sec iyd, n=]; 


etgX csc? “x+ ese" xdx, n=]; 
n- 


COE - ld 


in" *lggo;"- 


cof sin"xco,"xdx = Su 2-1 


metn (OPEM 


sin"Xcos"^!xdx 


in-i geot " 

i E - a 

= xeos 一 十 m1 f 3Xeos xdx; 
MHN mEn 


mf- Gr -Ey nee (y 


NELLILIAIES 
E 
| a+ beosx 


big zje, Hai=bt; 


p sing 


| +0, sir 


yb: 
9. 其 他 形式 的 积分 


Cof stet duo lan emo parem 


Gof ln adi = ADU eC 132—140, ax; 一 1 时 ; 


cof X"sinxdx— -atooss+n f ar-teosxdx; 


eof acos xdx — x^ sins f A*7lsinxdx; 


e'*(asinbx — bconbx) 


(82)f errsin bads = ENT 


t6 


€" (acosbx + bainbx 
(esf ateos bady = 174e 5 Tr x) +C; 
eaf are sinf dy y are ens evi a +C; 


con arccos P due x are eos e ar eC 


of are tgŽ dy xaretg Z- Pasta! ext) eC 


"m 
enf aare sin wd x= d ; (e are sins- f LI Mir 


(88) f atare terda- i (artare gn f C" d). 
10. 几 个 常用 的 定 积分 


x x 
Cs9)f eocax dx= ff sinnxdx- 0; 
-= -z 


cf cosmxsinaxdx = ©; 


" 0, mn, 
(1) f. cosa cos axds - Í 
T7 T, MH} 
x 0. nn, 
onf sinmx sinnxds- f 
md T, pci 
x E 0, MN, 
Gf sin nx sinaxix- f tos MX cos oa " 
? ? 3mm 
n-— n—3 4 2 R , 
E z Ww taa s ge CaA) 
Gof sin? xdx = Í c0:" xd = 
? ? Hl , n—-8. 3 1 m " 
Sa UUw—6774t2tay) (nao 
H : 2*:4* C29 
5 am- Lyeosf dix F i - 
(0f sin cos Coil ita) Crom) 


oof? sin?" xcostAydy 1:3:5:(25 — 1)-1:3-5*(28— 1) . 
o 


kd 
2:4-6-(2mt2n) z* 
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第 一 章 
入 一 oq 


1. (0) 如 果 把 水 位 在 水 位 线 上 8 厘米 记 为 + 8 (厘米 )， 则 水 位 在 水 位 线 下 2 EK 
就 记 为 一 2 OX). 

2. 如果 把 高 于 海面 8000 米 的 上 空 记 为 +8000( 米 )， 那 么 就 把 低 于 海面 3000 米 的 海 
底 记 为 一 3000( 米 ) . 

3. ACID RUMOR: 2，-3， 一 1 ，-1。4。 


3 2 
4. 一 3.5，6， -24> 1, lis [a 


5. 15. 3.14, 2L, o, P, 
6, 12-0, 一 1 一 0， 十 4 一 人 
2 3 
一 18 一 -17 —0,272- — 0,13, 一 于 > 一 四 
3 33 
Cao Too"? 
7. (1) +85; (2) -i8.2; (3) 8.5; (4) -1.2; 
3 2.2 v 2 6 
6) = 55 《6) +275 0) +253 (8) + 
8. (1) -5; (2) +13; (3) 一 13; (4) +5; 
(5) —13; (6) 413; (1) 一 0.7; (8) —5,.439; 
5 1 
(9) «$5 Go. 
9. Q) +4 (2) o; G) =el; (0) 6x34 (5) -n$. 
10, (1) 0,05; (2) 0,03; 13) 0.2. 
11. 0.075] 0,138, 
12. (1) 495 Qib (3) 1.2 (4) 255 (8) 10,7, 
13, 0) -48; — (2 +70 — (05 (4) -3.72; (5) =i 
4 > 2 1 4 
(6) 十 7 0) 一 2 (8) tig (9) +64; Q0-;. 
3 3 1 6 2 
14, (1) t $3 (2) 一 3 (3) -10g; — (4) tz (5 -555 


(6) 一 13。 


15. (1) 一 1.696; (2) -1.53 G) 24s (4) -h 
D. 2 
(5) - 535 (8) 10$. 
16. -30EX). 
了 1 Dp 
V. 57 CAK). 
第 二 和 节 
1.s 
nC: o(-i (3) C125 
"EU S4 6149 
Q2 0*4 (3-13 ORES G3 
1 t . 
2, (1) 一 8" 8" 一 243， 243, 1, -1, 0; 

(2) 0,09, —9,027, 1,69, —23,191, 
3. (1) 1x 105; (2) 3,4x10; (3) 4,25 x 105; 

(4) 9,6 10*. (JE AE) ; (5) $x10* (%/8). 
OERE G) to (3) iis Qsid. 
5. 0205 (2 203 0G) is OE 

G)-45 (6) 0.13 (1) -0.2, 

6, (1) 57,91; (2) 51,94; (3) 5794; (4) 0,5794; 

(5) 21060; (6) 0,0002706; (1) 0.02710, 

7, (1) 23,391 (2) 23.46: (3) 23460; (4) 0,0:316; 
(5) 195500; (6) 0.0001967; — (1) 0.5786; (8) 14,33, 
8, (1) 2.870; (2) 5,691; (3) 0.1962; (43 0,0 H 
(5) 821.2; (8) 525,2; (1) 0.9021; (85 1.6 

(9) 4.524; (10)28,15; (11)0,)486; (1230.38 17, 
9, (1) 63; (2) 529; (3) 2,54; (4) 23.2; G) 1.732, 

*—9 t x H 
1, 0) 02; (2) 3,85 (3) -2-]3 (4) 13; 

^s l, CY — 128.26: Dd; 3 t 

(5) Hey: (G) 38.26; (0 3j (2) bje 
2, —0,357°C, 

3. 直径 为 50.12，49.98 的 轴 许 合格 品 . 
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4, 


a 


(2) 43945 


70,058] --0,118, 


(2) -14011; 


(3) 271,47; 


(4) —0,10689, 


第 二 & 
第 一 节 
1. (2) 26855 (2) (a+b); (3) (4-5)*5 
(4) à! —55 (5) 55-1. 
2. MEPA- rR, WJdeC-cmR, 
a, xen 8X6 L ac a.e a,l ad 
CV d bxd ba’ b d p e c 
4, (1) =t; (2) 4; (3) 1; (4) 581; (5) -5; 
(9-4 0-5 (Gh (9) 35 (10) 4， 
5.0) 2; (2) =i; (3) $; 
(4) 6; 6) 3; (6) 13. 
6. 0.15( 米 了 。 7, 117.8( 米 /分 )， 8. 24.1( 米 /分 )。 
9. 5C 安 培 》 10. 36 (4). 
第 lloc 
2, (0) x—4; (2) 9v! —4; (3) ?ab — 505; 
(4) -5'—x43; (5) 0.255; (6) ble 2s b. 
3, (1) 正确 ; CO He a+b- (8) M5«eci-6-6 
(4) 应 为 24% 一 9 十 & 一 1; 《5) 应 为 #7 一 2% 一 23 (6) ERE —2x42, 
4, (3) Ax -3 (2) —5x49; (3) m—-4n; 
(4) 65-5; (5) 2x xy -6y; (6) 104+ 9b--8c; 
(7) 8x-F11, 
5. (1) 54? +5; (2 —9; (3) 5a? —5ab? +5b?; 
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EI 


(4) ~a +3b— 1c; 


. (1) 7 (4-3 y 
De (a) 


+ (1) 225 


(2) en 


(5) 49 t 4x* 十 5% 一 2。 


(2) b? c2h(a 4 b), 


(2) aa (a+ is) 


车 三 节 
; (3)85; 


(4) 25 


(5) 95 


i 
(8) b°; (1) »5 (8) 16xsy45 (9) &$54*; Qo). 
2, (1) y'5 (2) x8 (3) a°"; 
2 mi gn 
(4) s!^t^ G) Ai (6) = Fon: 
3. (1) 1,000,000,000; (2)》 e (Du 
1 a2 
(4) 160000; (5) 20736; (6) BET 
4, Q) RSS; (2) 应 为 x53 《3) 正确 ; 
(4) 应 为 如 全 (5) 应 为 43D3%?3 (6) 应 为 36x232? , 
5, (1) -18y5 (2) -15a*ba?; G) lev 
(4) 60495965; (5) 3x5y?z^, 
6. (1) -2x? «2x! — 245 (2) ab a; 
D Jet- pe b? Š abt; (4) —18bx* p 24bx? 4-125255 
(5) 20x* yz — 28x? ytz- 24x* 83 
7. (12 e—a -125 (2) 8x' -55 22; 
(3) 6x^ + 22x 21; (4) —2ax —2bx -3ay —ab y; 
1 
(5) yr $xy— ln (63 6x'-- 34x y —56 y^; 
(1) 9x* y xy; (8) x35 —4x! — 11x - 30; 
(9) x? —2x' — 2x 4 8; (10) — 6x* -9x? — 10x? — 13x +6. 
i 
8. (1) 45 -9; 《2) Qr 455 (3) 9" -5 
(4) 4y? —x5 (5) Ja tas 16; (6) 4x! +124% + 94°; 
4 
(7) 4a*—aa’b4 b^; (8) 3 may ly (9) ui—2u'v xr; 
(10)44 b* 128b? x* y+ Ox y; 01) y? it yz, 
10, (1) 8x? 1365? 4544+27; (2) Iy-ieyeexyt-uyts 
(3) 84* +27; (4) 27x? — 6A y?; 
(5) 41 4 9y? -i'cl18xy—4xi;—6y5 (6) a9 b*, 
11. (1) 8099; (2) 9996. 
第 四 第 
1. (1) x- y 2); (2) Ax(t-Ev w); 


357 


e 


Li 


E 


* 
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. (1) 1000; 


. 0) (t+2) 


6. 


(3) -16x'(x1)'; 
(5) 2ax(1b — 4b! 1); 
(1) 5man(8m! —5n m); 
(9) 2a(x- y); 


. (1) (a-B)(8 +1); 


(3) (x— yY(5a—- 6b); 
(5) Gn c1) 97 +1); 
(7) x(1- 2) +y); 


(9) Gr-1* +1); 


.Q) (s sx- wY 


(3) (3x+4)(x+2); 

(8) 3(3m-n)(m+ 3n); 

《7) (9x* t y* )(3s + y)(8x— y); 
(2) 197; 
ONCE 


G(-i 06D 


(8) 2(ax cos); 


(1) (x -2)(x! —2x +4); 
(3) (ye 3)(y! - 3-9); 
(5) 8(2a—1)Y(42 284-1); 


00 (二 3) +4); 


(3) (x412)(5- 2); 
(5) (2x -3)(x r5); 
(1) 2(3x-1)(213—3); 


. (2) 518 (EE?) 
。93( 吨 )- 


(9) (x3 一 237 


(4) 一 5X43(39 一 2% 寺 1 入 
(6) —1ab(1*2x —13); 
(8) (x+y)(æ+b-— c); 
(10)(4—5 c c) * y-1), 
(2) (x- y) -a); 

(8) (x- Xax-35 

(6) 4(y cx) 1)5 

(8) (a-b)(z- y); 


aes 1 ye Ly 23), 


(2) (38b 1 8)(3ab —8); 
(4) (x ey E xy)(xt ey! xy) 
(6) (va: +4 (32+ DIELES h 
(8) (^ 210)(3*—10), 


(3) 508000; (4) 561, 


G)Usexy:  QOje-in 


(T) 4c(2-1)5 
NES 
ao yat- 


(2) (2x 1) (o 231); 

(4) (mn! —3)(m^n* - 3ynn? +9); 
(6) Ge v)? vx yx? - 1). 
(2) (s-3)(x-4) 

(4) (x-2)(5-45 

(6) (ax-2)(5 1); 

(8) 2(2x D) (x - 1). 

(3) AAF) 


第 五 节 
. 0) -35 (2) 4xy; (3) 8m?n'; 
a 2 
ORE G) aik? (6) X 
x-2 xi 
n). 4 3 —L 
C) ly (0 L5. 


o 


.Q) 


(3) 


(9 


«0 
I) 
0 


(9) 


(5) 
.(Q 


(O) 
. IX 


bc ad, 2 0 LE 

TC Cae] 0 prac! 

lox?  6x(1-x) 3(x*-1), (4) (nr? — 8 . 

12x? ' 1249 ^" — aq2w9 ^ mg? omia 
x(x-») EIC RA 


Gye? wE 


3 1, Ba? 9b* +1080? . 
Ioas (2) gy? (3) ape ; 
2x— 7, —2x " MW. 

a, Orany o 9 
E —AX 0 . (8) 2m*— 10 . 
(x—3)-3)x3)" (n--3)* (m1) " 
4x 8-a? . 
ey (10) o. 
5x o. x-y. x-2 2b? . 
RE ob ois ce», 
2(¢ +d). x-y, m-i , 22. 
AD, (e EI. My —6)-n 
1; Goy- 1 
R20; (2) 正确 ; (3) 应 为 5 (4) 应 为 5。 
svs; 9 $; [DETTO vT. 
Kā, (2) Y, (3) vs (4) E 
verb, (V 51V, 0) IV, (9) VETI 
a4 1-y»y 


ái @ Y (5) sabte yg S (4) yy 
(n xv (o Le; o by. 
Av (2 ivo: G) 4/39 -TV/6: 


4ivci-syvis eyta (6) o. 


-39; (2) 2; (2 5-2Y/5; 


360 


(4) x» 十 2Vxy; 
(1) a*bic*s 


(5) ab -2b— a1; (69) a-b; 
(8) ug 


第 二 章 复 习 题 


5x! 一 区 十 5 (2) 2: —$x 4-9; 


(1) 180002157; 
(3) 5:5! yat y! o xy; 


(5) 2a? - 4ab* 4 25; 


(1) 44? — 192-155 


. 0) 25-5 


G) a(i +3); 


(5) 12x' +398x-+] 


(0) xix 3)5 


(3) 8(a4-b)(x-3y): 
(5) (x-25)(5-2y —6) 


(3) -2x--6y—-32—4, 


(2) len gatar 
(4) irr d 


| 
o App 


(8) 15m* — 13:?n c 19m*n? — zmn? — 4n*, 


(2) xf—9x* 16; 


(4) x*41; 


(2) 5mn(gm — 5n 6); 
(4) (Gc y car 2) (xt y-a-2)5 
(6) (22 cay )(2x! —8y!5; 


《7) Gr) y)GC xy y!)x* -xy e yt 
(8) (x y) G8 y!) Ge y) Gn y). 


ELM —12%+11 


-D -TG sy 


atb o. 
(3) a+)? 


1 
(8) qaae sy 


(1) 2V b; 


G)» 


. aO’). 
» 12,56 0E), 


; (» 


bm—an 。 
S ab (m-n) 

i 
OR 


(9) -x-1 


x RR, 
(10)1 Tyri GD 元 EK 


(2) 2v b; 2 


G) 142 ('ctYtv-e 


ai 


rannay 


第 一 T 
nos CETE? 
(4) 23; (5) 6; 
O) =s (8) 23; 
090-85 (12199; 
(139-5; (14)— 23, 
(16)40; (17)78; 
(19) et 94. aetta (3a Pee RD ; 
2, (1) ax -1, zx 了 


MOBRAEE 


(3) 1526x—12, x—16; 
(5) 2 onm y-5 


(7) $ $.-3 


. (0) D-KLGR 


2s5— ai* . 
28b C 


.h-1s8, 

230 (5). 
.36.7( 伏 ) . 
.128 (I) . 


20) *-6, y-2-8; 


G) 553, y-1j 
(3)2-8, y-2; 
(0) 5-1, y=5; 
(9) x- —47, y-125; 
GiM, «25, T, 15; 


《13)x = 6, y= -h 


20) &-21, y-2, 23; 


l 
=l, X-9.3 


(3) 7; 
(6) 360; 
(9) $; 
(12)-30; 
(15)3 5 
(18)0,25; 


(20)0 (Hab 0 时 ) 。 


(2) 和 0.5， x=3,5; 


(4) 到 二 村 一 5， x—6; 
(6) 5y—2y-83, y=1; 
(8) 3x--8—180, s-sl, 
(2) de D-KL, 


2s — 2V, 


pU 


(2) e 一 


6, 202,7 (XXX) , 
8, 45 (XX). 


10, 


200 (8/25) . 


(2) s-1, y=2 
(4) x-3, y-1; 
(6) x28, y-3; 
(8) x-11, y= 
Q0s-6, y-8; 


Q2)m-1, n— —5 


(14)z= —16b, y—23a, 
(2) x-2, y=3, 12 —4; 


361 


e6 0-30 5 a 


1 1 H 
G) = 一 2， yeg eyi (4) as. yei, z=- 


(5) x—1, y-2, 28-4 (6) x43. y—8, 2-1. 
5 i 3 
Q0) sen y. Ty. W-YX3 
-4 228. .2..26. PES 
(2) rago Yo. f $9" 3" 


. (1) P-PR, 
。 解 放 前 大 寨 大 队 的 地 寅 霸占 土地 是 480 亩 ， 而 广大 贫 下 中 农 仅 有 土地 144 亩 ， 
，30 人 挖 土 ，50 人 运 土 。 

| GAMTA, MAMIE. 

.85% 药 梳 酸 800 公 斤 ，20% 的 硫酸 200 公 斤 . 

。 甲 种 矿石 40 吨 ， 乙 种 矿石 60 吨 ， 


第 三 节 
MONT (2) 4 2; (Q9.-u — (00 $i 
(5) 5. 5 (6) —2, 1; (1) 2, —12; (8) 3， 一 5 
(9) 1 -à, (1071 5. ana; (13) n 
X l.i ; FE 


G3)-::v3: QQ1svà: ü9S-T3Y?5 093343. 


1 n : 5 VS Lat 

Q1)-15j2; as O9-$707ES (20)2, 33. 
2, 4 (JEX). 3. 8 (EK) mus (EX). 
4. 2.44 (Æ). 5. 4 (XX). 
6. 30 (8) . 
7. (1) 56 7-3. i74, X4, Ya 3 (2) x= —2, y=4, 

第 三 章 复 习 H 

anO Q -:i (3) -8; ER 
2. Q) s Aes y= osi (2) xe3, y-2. 
3, (1) 80, Y: 60, 2-40; (222-2, y- —8, z da 
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(85-2, y- 0, zc EL, t2, 
5 31. 


e c3 


Q0) 727b; 


Hn os 
a) ES: a; Gn --. 
(1) te- 一 和 时 ， 有 两 个 不 相等 的 实 根 ， 


ko 一 全 时 ， 有 两 个 相等 的 实 根 ， 


he 一旦 时 ， 有 两 个 不 相等 的 复 根 ; 
(25 8 一 4 时 ， 有 两 个 不 相等 的 实 根 ; 

k- 4 时 ， 有 两 个 相等 的 实 根 ， 

~ 和 时 ， 汉 两 个 不 相等 的 复 机 ， 


(3) k= 3 db o8 时 ， 有 两 个 不 相等 的 实 根 ， 


h-k3 时 ， 有 两 个 相等 的 实 很 ， 


一 3-=K<3 时 ， 有 两 个 不 相等 的 复 根 、 
.0.3 (M) 。 
SCENA. 
|OHRDO.3 (D. KAH2.9 (ME). 
. 60 CHX). 


铣床 6 人 ， 


snm 
旬 一 ï 


(2) 12235; 


() sw eerbebu (5) Dans 
MON 应 为 14 75 =T 

(3) 应 为 (Dd 2a 

xu Imow 


.0) 8,6x10755 


(3) 1.293 x 107? (Xp/ BOR? ): 


(5) 1,5x10*; 


1 TX By V. 
人) abet 《2) ( 448y ) 
(4) 2-a H (5) p 


(3) 9a*5!; 


4a* 
b 7 


(2) 应 为 (- 9-5 
(4) 应 为 ae 一 二- 


263 


(6) 


(2) 8,9x107*; 

(4) 8x105; 

(6) 3.84x10° (4pm), 
25xbi. 


Le 


DES 


x y8 
25 7 


(5) 
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5. (1) 285 ORE (3) YE; 
—, y. A 245 
(4) vio (8) s (9 一 
e, QD sh Q) dis G) G5 
(4) a (5) 265 (6) x yt, 
7. (D 16; (2) i ; (3) 107?-0,001; (4) 4; 
(5) EL (6) ip (7) 10? — 100; (8) 18/3. 
e, (1) quj j (2) ups (3) A 
(OE (5) "E (6) 4X5 — 2x3 s 
Lay yt 3g i, 244 
0) #2 -xy yt- Za (8) wt ys (9) EE 
».Q oyi; Ova (YT W yTy. 
第 二 和 节 


1。(1》1ogs729 一 6 
1 
4 1 ——-54 
(4) log -—-5i 


2, (1) 2*- 64; 


(3) log100.01 = —23 
- 1 
(8) 108154 55 (6) logyo25- x, 


(3) 107*- 0,001; 


(6) &*-N, 


3, (1) leg;17 0, log,1— 0, iogiol~ 0, Iog;1 0; 
à 


(2) 1og;2—1, log, 3 —1, logj10—1, log,e—1, 


4, Q0) N=27; 
(4) N-1 
5, (1) 4; (2) 一 53 
6, (1) 1.1161; 
(4) 2.8151; 
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(2N-y2: (3) N-100; 
(5) N=5; (6) N=0.1, 
(3) 3; (4) —2: (5-3: (6) i. 


(2) 1.39805 
(5) 3.1761. 


(3) 0,3495; 


7. (1) 0,0969; (2) 0,6117; (3) 3,7353; (4) 4,3951; 
(8) 3,9057; (6) 1,6990; (1) 2,3979; (8) 8,6561; 
(9) 5,8527; (10)5,5160, 

8. (1) —1,7462; (2) —0,0622; (3) — 2,8999; (4) 一 3.0824。 

9. (1) 2.1606; (2) 1,4237; (3) 5,6999; (4) 1,0160, 

10, (1) 56,01; (2) 4,380; (3) 0,4011; (4) 225,1; 
(5) 1840; (6) 0,0657; (7) 3112000; (8) 0,00001263; 
(9) 0,01029; (10)3,162; (11)9.550; (12)0.01447, 

11. (1) 1,7418; (2) 3,1590; (3) 0,66413 (4) 0.7084; 
(5) 3.4846; (6) 1,3468; (1) 1.2418; (8) 1,4102; 
(9) 2,8262, 

12, (1) 87,60; (2) 0,01515; (3) 216; (4) 0,003604; 
(5) 0,0129; (6) 10860; (7) 0.7702; (8) —37,2, 

13, (1) 4,606; (2) 1,0087; (8) —0,7342, 

14, Zn BUT NUT 3E I 4518 ,8930. 

15, 4 年 ， 16, Ja <7.9 公 里 / 秒 .了 :11.2 公 里 / 秒 ， 

17. 106 分 。 18, 18,1%. 

第 三 节 
(1) 10.39; (2) 12.56; (3) $4.4; (4) 0.0374; 
(5) 21; (6) 0,226; (1) 507; (8) 1,53, 
sok € 3 
1. (2) eanis(tan) (nse0) (2) (a-b)^ an. b"; 
(3) (ata) Sga? 4.5; (4) a° -b* 1; 
(5) araa "(nse 0); (6) ois 1, 
D AA un, 
5 vo 

2, (1) t, O) re; G) —— 

W ro ; G) -A— ei 
99x12 6 biz, E 
(9 $-u OR NEA 
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vr 
o) -Si 091; Q1) Yi 
ei 4a' bs 
Ge? 22b! +b; (3)87 222 8-228 a Eo 
(14)a—b— 6428563, 
3. (1) 0,0145; (2) 0.00000007071; (3) 0,7094; 
(4) 0.05346; (5) 1,911; (6) 0,0002911; 
(7) -1015; (8) -- 0.006863. 
4, 276205. 5. 26,86 CARD. 6. 16,90 (BE) . 
7. 15 (小 时 ) . 8，M,=3.01( 豪 米 ) 。 
第 五 x 
第 一 季 
2, (1) 45a; (2) e22mr; (2) 0=0.2t. 
3. (0 (7 99,1, (1.99); (2) C799, - D, (1, 1), (1. 09); 


E 


(3 C0 , 409); (4) L-2 +); (5) (—2,2). 


OPORE OEE -3 


Q) fC-2)-0. f(-D-- 5. f(0)==6, f4- S| Fjes; 
@ 7(-D- 2 f(D)=2. f()- p f 35 
Wo 1l O p ADe iva, 


上 248 
+i) $2 
Perdo mM. 


. V-aDn; 296,73 (Æ) ; 619,84 CK) ; 800.7 OK) . 


第 二 和 节 


1. A(3,5); B(—3,5):; C(2,3,; DO, —45; E(0.—3); F(- 3,~5); 
K(-2,05; L(2,0); P(4,—2); Q(—4.- 3). 
4. Q) Pi(5, 一 4)， 在 第 四 象限 ; (2) Pe( 一 5,4)， 在 第 二 象限 ; 
《3) P,(--5， 一 4)， 在 第 三 象限 . 
第 三 od 
1. Q) 15448 (2) Q- Ks (3) P= V; (4) eR. 


566 


zs 复 习 是 
10) ya- Ša; OPE 
-6 : =- 

(9) 了 
2 S=- $s £081 Qn 39-10 fta aig. 
MOL GMOLIILMMORUTUTIIT (U) FER. 
4. Q- CU, 
5. (1) V= 16201 (AEB); (2) S=810 (A), 
6, (1) Rz2,17H (2) R- JS, 
7. Q) 大 S. 19) 908). Ias)-0,1(20); 


(2) T= 2o, I(200)- 0.1( 安 )} 


(3) P-50P, P(0,5)-:2.5(K), PQ)-50(R). 


. Vex(48- 2x)?, (0x24), 


Sam 


-hrti uu 24. 
! u Hs x 
第 六 1 
£—35 
. (1) 29?21' a6; (2) 105,2*; (3) 90^10'; 
(4) 80°; (5) 60?51'5 (6) 72°, 


OD RAHA, AML; 


(2) RAHAS, AIAS IS, 


. 68, 8, 60°, 
» Z2- 150°, Ż3=30°, £Z5=105°, 
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第 二 闻 
5. 63°, 
6. Z3-475-/71-80^, /2— 74-7 6: /8-130*, 
1. (1) ZA- 15 ,ZB- 60^, Z ACB=45°; 
(2) 180°, 


E 
p 
d 


. (1) 45°; (2) 30°; (3) 38°, 
60°, 

. (2) 105°; (2) 38°; (3) 150°. 
16°, 

. 30°, 

(1) 25°; (2) 23°. 

. &=30°, 


名 


&-p. 


8. BC- S(HOK), AB- 7,07 (OK). 
9. 5 — E f81791.73CIBOK) , $1393. 46 (ROI. 
11, 109.6 (X). 12, 17.3( 毫 米 ) 。 


13. 高 为 Cs， ign das 
14, BD-S4(ROE), ECezAQROR), AE ^ TORIO, ED-10 (RR . 


第 五 节 
1. (1) 18， (2) 21, Gv 
(4) expe, (5) 20， (€) 3. 
2, 20(EDK). 
3. 150( 公 里 )。 4. 65°C. 5. 10(NDK). 
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9, A'C' - AS(EDIO, BC -31,50IDE). 
10, 2.50%). 11, 350K). 12, 1200R). 
13. 9.30%). 14, 8.40K). 15, 5j 75,68 (REO). 
16, r- 800( 8 X), R- 500( 毫 米 ). 
第 六 章 复 习 是 
6.282.8( 毫 米 )。 
7. 96,23( EC). 
3, 34,60K). 
10, (1) 2.5 (HDI); (2) TEX). 
11, EG-1QK), FH-20K). 
第 cm 
第 一 和 闻 
1. (1)605; (2) 45°; (3) 207. 
2, 40( 毫米 )， 3，28.28( 毫 米 )。 4, 22.5( 39K). 
5. O) 160%); (2) 5.10%); (3) 20.88%). 
56，3.03( 毫 米 )。 
7. 607, 30°. 
[2] 
2. (19200 (835 (2) 113, 2( EK). 
4, 260(ROK). 
5, 23,83(EXK). 
6, 1(HDK), 2(BDK), SOSDK). 
LE 
2, 1,31 (9E), 2.09 (08 HE), 2.6200 RED, 3,67 (9E), 
INCC US 5 24 (9E), 0,39 (ELE. 
3. 15°, 135°, 240°, 171.89°, 
68.76°, 18°, 
4, (1) 104,72(Æ%); (2) 73.304( 厘 米 ); (3) 171.89°3 
(4) 121.39?; (5) So). 
5. VA2(REOK). 
6, 6291(32K). 7. 8576 (3C). 
8. (1) 8831 25 3C 5 (2) 12310 ER’); 
(3) 1615 (OK) (4) 814(EDK* ); 
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l 
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9. 


(5) 20( 厘 米 ?); (6) 8500( 毫 米 *). 


. Rz360.6(RK), a—5,.22(90 H2) — 299.03?, 112339685, 2( EK"). 


1 一 314( 毫 米 )，*= 204( 毫 米 )， 尺 = 285 (RR), 
a=1,23( I )=70°, A=3858( ER), 


第 七 音 复 习 | 
31,850K), 2, 10,47 CK). 
loQK). 4. 2,820 RE). 


， 贺 心 角 为 18° 或 0.314 弧 度 ， 弧 长 为 62.8 毫 米 ， 
. 6004, 6C E), 


. AD- 9(BÜR), BE -S(BUR), CF - A(WOR). 


7.3955 厘 米 )。 12。477.6( 训 米 )。 
SAR 
$o 

Q) 


(2) 
(1) 1 5 (2) hs (3) 0; (4) i5 (5) 2-v/3. 
(1) sius? = 0,0872, sin20?.— 0,3420, e0370° — 0,3420, co515? — 0,9559; 
(2) sin41*11/—0,6585, sin37°29 — 0,6086, 

c0321?33' 0,9301, €0544?59' — 0,7073; 
(3) sin54?36'-- 0, 8151, sini9°5’ — 0,9819, 

cos51?11' — 0,5404, c0550?27' — 0.6368; 
(4) c0510755/—0,9319, 3in61^4T' — 0.8812, 

cos26°49' — 0,8925, 3in89?3'—0,9998, 
18795 22°27; 1°; 817125 55°36% 72?34/, 
(1) sin20? + sinSO3csinTQ?; (2? cos20° + cos50?3cc0370?; 
(3) sin40*?2c23in20*; (4) c0s40?2c2c0520?, 
(1) 4—3,1093, b —5,9360; (2) e—5,9116, 5—3.1543; 


(3) «4—3,819, 5—3,2215. 
BC--3,54120K), AD213,89960K). 


。 飞 机 上 天 高度 为 1500 米 ， 水 平 飞行 距离 约 为 3598 米 。 


当 4=45° 时 ，tg4 一 ctg4=1; 当 0<=4<45° 时 ，tgA<1, ctg A1; 
j45?-—À4-—90?Hj], tgd-1, ctgá--i, 


一 3 

moQ)s C53: o XE; 00 w 

11. tgl8?6' - 0,3269; 0tg30?26' — 1,7022; 1g231?56 ~ 0,4 
etg24?31/— 2,102; 1g0?36' — 0,0105; 61g42?16 — 1,1003; 


1853?13/2 1,3315; ctg81?2' — 0,1578, 
12. 22^8; 26722'; 21742; 34°24; 54°; 49°42; 88°27; 0?45'; 85?1T7', 


13. (1) tg20°+ tg40?Sctg607; (2) etg10? 4 etg20?5cctg395; 
(83) !g10?3c 21g20^; (4) rig40? 2 c2ctg20?, 

34, (1) 6—8,.7680, b 117,976; (2) 4—6.8218, €c—9,513 
(3) 6 —10,2315, c-11,405; (4) b 4, e:- 36252; 


(5) e— sg, 0-23712', 
15, AB-18,4GK), BC -s0E), AD- 
16, 哨所 到 敢 人 坦 党 的 水 平 是 离 为 977.3 


5.10K). 


- 4 2208 
17, (0) eosa- 7. gei, eig, 
"T n ^ 
(2) sina K 6, ien TV, cga- 313 6, 
7 5 12 
seca-- y chea 6, 
12 
; 4 3 3 
(3) sina 5" eosam zs aga= yo 
2 
secam I. 
(4) ana igat, 
5 
secat 
(5) cosu 
18, (1) 15 (2) t8; (3) seca; (4) sin'at 
(3) sin'a; (0) sin'a; (7) 128; 2) 89. 
第 二 节 
1, (1) 4—4,226, b= 9.063, «cB « 65?; 
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2 


(2) 4—16.086, 6-21,99, B - 485; 
(3) 5-16,9236, £22.09, LB=50°; 
(4) c= 13, 4=22°37’, ZB= 617235; 
(5) b=107,8, «A-1132, B=78°28’; 
(6) 4=99.5, 4=33°34, -B-56?26', 
2. 57,4 (OK), 
3, 617237, 
4, y, 
5. 165,5 (RE), 
6. 100(3), 
8. OA—-43,15(3EK), OB - 59. 15(XK), 
9. (1) 11415 (3); (2) 624.2( 理 米 )。 
0.、148( 毫 米 ). 
5^* 复 Hu 
1, sind = E ， eosd- =t, tg A PE 
sinB =l, cos B = 25, tg B= 
25 25 24 * 
2. (0 0; (2) 1; G) 1; a) 1. 
3 
3, (1) oa 站， cB, oigan, nan P, esae; 
A : ^g * 7 
(2) sing— SR, ias $E, cigas 2KS., seca= 7 
(3) cosa = z , sind , ctga= » Becas, esca 


i va va 1 5v 
= = tga = i = 
(4) sina io' a 1 ga , Seca 1 


, 


4 YEA; aaa) vE; 


s.Qva-i 
6, (1) 90; (2) 1; 
(5) 2eos'a; (6) 1: 


7, 8.66(ROK). 
9. AB 11,756 BDR), 


(2) +, 


(3) taa; 
(7) 9; 
8. 5,483. 
AC-19,022( UK), 


(4) 2; 


, ce$cd- 517 2, 


(5) 3, 


10. 245(WDK*). 

11, 4910). 

第 At - 
$—o5 

2, (0) 第 三 象限 ; (2) 第 一 象限 ; G) 第 一 象限 ; (4) 第 三 象限 ; 
(5) 第 一 象限 ; (6) 第 四 象限 ; (7) 第 二 象限 ; (8) 第 四 象限 . 

5, (1) 1207; (2) 30°; (3) 607; (4) 1355; 

2 m 
Gm 《6) 一 0 -— 05. 

4, (1) sina - 2, cosas 3, tga- $ etga— 3; 
(2) snam -5 eam s anh, ctgæa=— 2; 

(3) sina- cosa- LB, tga- 一 ctga= -— 5; 
, 13" , 12" 
(4) sinas, cosas — 5, T eiga-i, 
5, 0) fu (2) i; (3) E; (4) E. 
8, (1) 0; (6-05 《3) L; (4) 2. 
第 二 f? 

1, Q) sin1so*- d, 00s150° = - Y S, tg150°= -Y& ,tg150° - -V F; 
(2) sin240° EE, eos 240° = E, tg240? — 78, ctg 2495 - 3, 
(3) sin315°= -Yi, cosal8* - L2, tg315° = —1, ctg315?—- —1; 

(4) sin690°= -i, cos690° - Y 8, 18690° = - Y, ctg690°= -V F; 
(5) sin- d -Y3, cos E =— - tg z --wva, ctg az --Y3, 
(6) TKS, ELl, alte yg, agite 


a 


a) sin( — 420°) = - 1,5, cos (—510°) --X3, uw -3009)-13, 


Ur 2 
etg( 870) - -1 3; 
(2) sin(2310?) 一 E cos855°= -Yz, 1585? 7 1,0181590* = — V/3 5 


197 3 
ass -EE)- Và 


. sin267? = — 0,9986, sin5000? = — 0,6428, 
cos(— 1751786 )—0,6639, cos552°32’ — — 0,9762, 
ig(—183?41) — —0,0644, — etg212^4' = — 0,0361, 


ctg( ~- 1956724) — 2,289, 1g519* = —0,3839, 
. (1) 60°, 300°; (2) 240°, 300°; 
(3) 135°, 315°; (4) 60°, 240°, 
1 - 
四 了 T73? » - 
od o X3 ONT (4) 9 
. 0) — cosa; (2) sina, 


8. A(400, 0), B(—136,81, 375,88), C(—393,983, —69.46). 
9. (1) 冲 头 的 运动 规律 为 ?一 7sinc3 


(2) Ma-ss"Hj, y-9,24(ROR); 
Pa-150*Hj, y--7.5( EK); 
34a—285^Bj, yc —12,29 (8 XO; 
34a—340?Hj. y —5,14C BOOK). 


第 coc 
. (1) zA- 65^, b —29,59, e€-835; 
(2) c=14,37, LA 89?48, «B - 18?305 
(3) «A--36752', ZB - 58?g', «C -90*; 
(4) RESIBSXIXERCK I fü. LA- 1205; 
(5) 4 B-—46?34', «C 81?AY, £— 16,08, 
. 250. 
. 1,890K). 
' SS(REOK), 43,3 (ID). 
23 = 63°56 9,—69?33', 


. AC-3.230A 8), BC 3,205 8), AD—-5,06 18), BD- 4,220 BD), 
. 8. 10K). 
(63947 。 


. (1) 210°, 330°; 


mnm 复 习 是 
(2) 150°, 210°; 
(4) 126°52', 306^52'. 


2 ，6276( 米 ) ，5335( 米 )，3138( 米 ) 
3. (1) etas (2) 一 1 (3) sin?a . 
5, MUBLRCEL ML H6330, MERHAR #4960% 
6. 约 3173( 米 ) 
7. (D 0.070%); (2) 0.59( 洲 ); — (3) 0.790%); 
第 十 t 
第 o5 
2, 0) - (2) 48?36' 5 (3) 51?38'5 
(4) —51?38', 
l., T. - [4 
3. (0 g? (2) we (3) 一 下 
第 二 和 
no e s Qv 
(5) 705; (s) —8^8'., 
2. (1) - ES e YX 
a? 十 一 C2 
3. AC=arc cos gab 
5, Gc tre t£ arb . 
第 十 一 章 
Eoo 
1, cosa= -4, tga= -yy c£ — -re 
2, (1) sec?a; (ORY (31 (4) 1; 


(3) 60°, 240°; 


《4) 0.41 QE). 
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(5) ctga; (6) ctga, 


第 二 节 
1X E+VE, Q-X ev 
G)-2-vsi (4) 2-v/3. 
2035 (2) sini10*; (3) 6, 
3, (1) sin(£4- 1209); (2) si»(2/4- 45°); (3) 5sin(wt + 36*52^); 
(4) V/8 sin(wt 26?34/), 
` T 
4. 1.93 LC zT) 
i 21 J4 
5. sin (a- B) = — 2, cos (4-8) - 222, cos (a4- B) TD 
94 
$. 208" 
L2 
2, sin 2a A ; cosza= TL, 


t)i (G) geia (3) sina; (4) x (5) Žiga; (6) erg $ 


6, sia — gc g= o 
$ ws 
2. (1) 2sinacos2os (2) V/2 cosa; (3) cos20°; 
(4) v 2co(ut - 8. 
3, (1) sina-- singa; (2) 1 sinza; (3) F (singet singe); 


(4) cos28 —cos2a, 
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4 € |. V 65 


2. sing ij, sec c 38 
3. (1) ~ teates (2) cosa — sina; (3) 2eos 
4, 10sin(wt +23°8")., 
ator 
5 o— ov 
3. Q2 方向 相同 ， (2) 方向 相同 ， (3) HHEH. 
s. UA- -二 (a+b), uP -+ (2-0), 
MÒ- (4T), xD -À (9-3), 
6, Va 4 VI I - 11,36, j4-v9|-1, $=37°36’ 、 
1. IP) =14.83( 公 里 )， 一 84"56 , 
8. IF, 1-1.879( 吨 )， Fa] = 0,6840). 
9, IF» PARAF). 
w x2 2Y [22V 
10, Vitae (s 1). i = 93. 
ET saf- 2 31-5 
Pets ( t. i) rre ES. 
1. | 4 14,123, 9-—15?58!, 
12, (1) 3,162, —18"25!; (2) 3.162, 71°34'. 
13. sac 3de 33.1 S oes ve8)73 


Zoom m 


$3 t8b-9i-S029y8)7; 


— 
la] 71/25 3144 = 18; 


. 0) 40Zi-v2, e-1355j 


G) |Z|-i, e-0*; 


(2 |Zl=1, 9-—60?; 
(2 iZl-1 e--90*; 
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(5) |Z] 25. 9-180 (6) IZ] 2 i0, 9-905; 


(T) iZl =1, e--1505 (8) [Z| =5, p=36°52', 
2. (1) 2-43; (2) -33 2 (3) 一 74; (4) 8, 
3. (0 355 |1Q)6-ju 83) j; (4) 7+ 16; 
(5) -2 一 75; (6) 24; (T) j25; 
(8) 22 ji o S- ji, 
4. O) -一生 (2) 29; (3) 64510; 
(4) -21- j24; (5 35- AN (6) 一 2 十 73.53 
(T) a+b; (8) -56, 
5, jb j= 1 f= 
F(R =0,1,2,3.). t 
6. (1) jz; Q) 1-j5 (3) -j$ (6) 1-2 
TM -S 31a 
(9 -fyi 0) -3 ti 
39,2, a-b ;2Vab 
(5 gg fgg (9) pbi. 


1. Q) vs[s(- ism CD (2) V/18Ce05146? 18 + jsin1467187; 


(3) 3(cos0° + j5in0?); (4) 5 (cs ej sint); 
AN 
(3) A(cosar-t fsiam); (6) (ee(- E) +j sia — Z) 
8,0) V 2+ jv E; (2) 4,896 j3,8568; 
(3) 0,9063 [ j0,4226; (4) -3. 
9. Q) 4, Z, e ty 3 (ee e nea). 
Z ju 
X 2y 2(ee Te sn T) 
(2) io eos 5 a+ jsin E xS y (3) 8B(cos90" + fsin90°); 
(4) vos 45° + jsings? 5 (5) BCeos( —90°) + jsin(— 909); 


(6) 4(cos35° -- jsin35?), 


. . 40*84^ 
10, 0) 2/225; Qvi? ; 
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(3) QU. (4) Tie j146^18' ; 
(8) 256 EO, 
11, (1) 6855; (2) 2/2 2280; 
G) 2cj20 ; (4) 5.9922 24°, 
18. (1) (2.422 75 (2) 5023652 , 
14, Z—124 j16- 2053°8 , 
15. Z PG. 
第 十 二 章 € 35 
1. (2268,39 CI Is 119,105 H2. 
2, 489,6( 45 T 326.3(45 T). 
一 £m 一 ; 一 8 7 2 全 
3. Jet b] - 5 la = b| vam m=i Cyn) 
ELLENE 
a. fa +T] Vig, as U ya MEB? 
5. (1) r-4. $-—1205; 
(2) r-2. 9 1505; 
(3) r-2. 9--—605; 
(4) +=13, 9-61?23', 
6, Z, 42,95 jt, Z, 
ZZ, 一 4 十 919， 
7, Z= Žž 5 Zr ae 
a 
8. 1, 5 2p -1. 
9. 平行 四 近 形 对 角 线 的 平方 和 等 于 相 邻 两 边 平方 和 的 二 售 ， 
第 十 三 音 
第 一 7? 
1 0) v6 (2) 158; (3) av id; (4) v3 
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e$ O6 uo O6 mo 


Q0) $6 
.不 如、C 在 曲线 上 ; DP、E 不 在 基线 上 .。 
X47 一 J》 一 * 二 0 过 原点 ，x+5y= 3 不 过 原点 。 


0) vs; 
(3) €; 


(5) 20; (6) 8; 


(2) $i 


(8) V 205. 
(4) È. 


.X-8y*4-0, 
e! -AY-AX 8 = 0, 
X'ERyWb2y-8—0, 


. (0) K=], a-455 


(3) K- —4, a—104?25 


(5) K- HE a= 38°39% 


1 
Q0) y egt 


(3) y- 1x5; 


G) y=- grrl; 


3. 平行 于 x 轴 的 方程 : ?~ 2， 
4 平行 手 # 轴 的 方程 : ?= 8y 


(2) K2 —1, a=135°; 


〔《4) K = -5 s 02-140?1255 
6 
(6) K -i, 2241738", 


4 1. 
(2) y = BX 5s 
(4) y=4x+ 23; 
( y --ixri, 


平行 于 》 轴 的 方程 : x 1 。 
平行 于 ? 轴 的 方程 : x= 3 。 


5, (1) y=3%—2; (2) y2x5; 
G) 了 一 2XY 十 7 (4) y- l2. 
6. (1) y-x; 1 


10, 
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2 1 
(B) y =g rtas 


QOO) y=21-1; 


G) y435—v d (x25 


3. 
(2) y= 
(4) y —8x- 24, 


(2) y -3- Ses 


(4) y—0.4x; 


(5) y»2x-5; (6) »22; 

(1) y=3x +5; (8) y =- $an; 
(9) y=3; (10)y=2; 
G1)x=0.5; az)y-«-3a, 


， 一、 三 象限 角 的 平分 线 方程 :， v-x 


二 、 四 象限 角 的 平分 线 方程 : y= 一 x。 


()E--$.  b-05 2-0; 
(4) K=2, b=11, a--5i; 
(5) KKH, a= 3; 
(6) K=9, b=-1; 

其 中 : KARR, AIRE, bA ydus 

11, y—40- 6t, 

12, U= — 0, 11 +230, 

13, V —0.0061 +5,25. 

14, (1) 平行 ; (2) 平行 ; (3) 不 平行 也 不 垂直 ; 
(4) 不 平行 也 不 垂直 ; (5) 垂直 ; (6) 不 垂直 也 不 平行 ; 
C) 垂直 ， 《8) €&. 

15, 0) A7 38 G) &--$. 

16, (1) (1, —1); (2) Q, 25: (3) (16, =24); 
OI E (5) 5,3) 6» (s> -$). 

17. 0) slab (2) y-3x—2 
(G)y-5-5 (4) »-- 34-1; 

(5) y= 25, 

18, 13, 

19. v/ 8. 

20. 36 (EK) . 

第 十 三 章 *& 习 题 
1, +y =a, 2, 335 -4y! - 161 16—0, 
4. 0) £35 ET (3) 3; (4) -3 (5) -二 。 
5, (12 a-2, b= — H (2) a=5, b=3; 
(3) a= —3, b-4 (4) a= -5 
Hope «Es bos yRE, 
6. y -ix-10, 7 y=, 
9. YX 一 0， »--ix. 2, yis. 交点 {0， $). 
10, x—2534 2-0, 2x34 y—-6-0, X8y-8—0, KAC 2). 
第 十 四 章 
第 一 节 
1, (1) (5-3)! - (y-2)! -16; (2) (3-3)! 4(y- 8)! -9; 
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to 


E 
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(3) (x-3) +y s 18. 
(1) MDEA, om» ES 
(2) oA 3). PEAS 


(3) AGEA. 0), PEH 


(4) 圆心 在 点 ( 0， 一 4)， 半 径 为 4。 
3, à! (y! SX 1y6—- 0. 
4， 圆 心 在 点 (30。 0 )， 半 径 为 50。 


. H1, eK. 
. (2, 2), C72, -2). 


isn ， avi, n(-19, fovit, 


c(- 19 ZEVI, p(im zvin, 


3 3 3" 3 
3 
了- 
144 
24 4)'-— 
(De (v Doo 


. A(7, —11), BI, - 5), C(0. 0), D(4, —13). 
1i. 
12. 


A(-a -7), B(s, -8), C(6, 0). 
a)»x^70, (2) 3x -45'—- 0, 
(3) x^ 4 y 5. 


第 lod 


20) a3, 622, FC V 5, 0, F,OZ8, 05 


(2) a3, 0-2, F.(0,- V. 5), FiC0, VEN 
(3) 4c. b- 3, FQ 1. 0. EVT: 0) 


(4) ac aun. no, -$p Pi(o， HI 


(5) 4-8, b -1, F4(-2V/6, 0), F,(2v/6. 05 


(6) 4-1, pa o, 52), (os va). 


VERAM GOL aas 

0) .og-+t T" (2t CU 
P 2 

- +y =l; 4 一 1 
G)Ayty'-5 (4) -36 * 716 


x Y 
b Tan y 


noya 
(2) -+ X--» 


第 三 节 
1. (1) F(4, 0), &-—4; (2) F(-4 o) x 3 
(3) E (0, 2). y= —2; (4) F(0, —2), y-8. 
2. (1) $t =16y; 《3) x1 =- 2y; (3) ba =—2y; 
Wy n G) yea, 
2 1 
3. sug 4, xt Ey, 
=- 32 y: 4 - ， 
5 Ims t4 jg% 10.24( 米 ). 
6. (1) y! --8x5 (2) x! . HZ 
(3) &t-eys Q) yea, 
7, FEXDLOHOK AB, 


$s? 


1. (1) F, (Vis, 0), F, (=V13, 0), »-iia 


(2) F, (3; 0), — PF.(-8, 0), s-ks 
《3) Fi (0, —v29), Fs (6, V35), yers 


(1) Blo, = Vig), F, C0, Via) y ~ eV Bu, 
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15 6 
x? y? 
-2n 
3. 3 5 
s oy, 
5. Q) -—- 3-7 


15 10 
"EE 
ur D 


6, 4.875%. 


7. Y~ —0,008x? 4-0,082, 0.12873 B. 


ONCE ED. 


9, (1) (y -4)*-12(x—3)5 


10, (1) $'? y'?—16; 


(3) &*-8y'; 


4 9 ` 
第 十 五 章 
第 一 ï 
x-—Rcost ym, 
^ AM 
2. (D $4 3?-1; 


(3) x35 - 399 * Jo 


(5) Gu 3) 


Oaa 
+ 5 . 
22.5 3 - 

3, y= -2 ”一 4， 路程 =65， 
Xx-9b tl, 

4, 
y-12£41, 


T. (D P Q72 V 2,903 0), Ps (BE, - Ba), PCavs，- 3); 


(2) a(z, i) B( >， 年 ) c(s, EH D 2,-4). 


8. (1) £? & y!-16/; ste y'elzy,  y-8, x-5, y'—ilsi, 
35! FAy* E 24x 144 0, +y ey-x-0, 
A B y'-2x-8y-0, xy =}, yc 


(2) psinf—4,  p-a,  p-4cosb, p! 2psinf = 9, 


p(cosÜ—sinf)—3, picos20 =4, p-tgü - -—Ł 


petet doo, e= 4a etgÜ i p=cos9-sinð, 


si 
9. (10,0), (10,2, 11), (10,9, 1?36), (12.4, 5?38), 
(14.9,15?28) ,(20,39?14"), 


第 十 五 音 E x 是 


x—at " Xx—83) E 
1 1 2 $t s, € Y. y -1。 
了 一 一 4 


4. (1) p'eos28-. 20, 


p'sin20 — 14, p! — 4cos26; 
(2) 16X* 25 y! 4 96x — 256-0, Xx!'—-y!41-9, 
2X4 y-6, 7 (x+ yt) maty, 
5. (1) Ps, P.(2, $t) 
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@ P(e, &). P(o, «3. 
STA 
第 一 节 
3, (1) 2; (2) o; (3) i 
RORE CET ORT ORA 
5. npn AXES: mie. LOUER. 
6, 1,0302, 1. 02 2; (2) 24t 
RIS 
1. 该 物体 在 t iR ipa oe ST. 
2. 3x?. 38. -2, 
第 三 Uv 
1, (1) yh smt, dy- gatis; Q) y =V F, dy- $v Kås; 
tuve dyes 6 dr (4 =- 24 一 
(3) y xt dy ji 5 oy SxExC dy 3x x 
G) »y' «0, dy-0; (6) S'— cost, ds- costdi, 
2, (1) z'—cosxg (2) $3 n 
—sinb4l; H l. 
(3) ~ sint+1; (4) yVPTTUB- 
4. (D lee sinx 4 (2) xe (24x); 
3) (f= 1)sint — cost; sing 十 20cos0 
(8) G= 1)sint— cos (o) aeo, 
5. (2) Alm. 
6x. 1 
Gui (9 Guerre 
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6. (1) 0. m (2) o ti. 


25 
> 2% o, 

7 (2) dise 

(3) 6(2x 1); (4) wsing(wt +e), 
8. (1) — e? (2eos3i 4 3sin3t); 

ay ori af 2M m 1 

(2) ~e 3- iuh B-t t” + 
9. 4o, 0, 

第 四 Ë 7 

poems Det GA IER. 
2. LÆR, AXI. 

2o -rr E 
3 x (1 +k), ^ RE 
6. AREIRES; 角 加 速度 是 2 弧度 / 秒 ?. 
7, 24— y= 1-0, AR - y 14-0, 
8, 243 y-1 - 0, 
9. CO RIT. 1h (2 AG. o); (2 (S, V3). 


10. 3v +y b .0. 

u. ÆR (- ceo，90) 内 增加 在 区 间 (0,2) 内 减 小 ， 在 区 间 (2， 十 吕 ) 内 增加 . 
12. 长 为 6 米 、 宽 为 3 米 . 

13， 离 4 点 1.2 公 里 .。 


800m 


14. (D BOOK RERO B, W R "anti 100770)» BLU RERES mo 1, BOR BER ao^ 
REX: 


(2) 设 高 度 为 4， 则 300m- 289 


S OA 十 1) ,由 此 可 求 得 当 m= iis. MK. 


is, r= YY, h 23 L. dih Ai, 
2 p 


16, RENY 二 qr 2.3665( 米 ). 
18. 7.75; 6,929; 0.01; 0,0698, 
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StA X 习 oW 
3.0) o; OE ORFE OET 


(5) 86 (6) 0; (7) œ; (8) $, 
6, (1) y -2(3x -1)sinx (8&7 2x — 1)c0s2; 


REPTISTS A ORR tgx 
(2) yr (3) xiu CIT) reo 
， A P 1 1 
GO) xeu (9) a eaae) 
duc S M2 S992X 0. 
(6) Y" 0) ym 
E 
(8) y'e2xare tg. Vx o —— gis 3 (9) y’=100b(a + bx)*9; 
; (Sli ieosl LL rais Í3 
(10)9 = Vut 52 Gy vicies; gui rp rm 
(12)y'—sim*3t43(01)s n6; — (13) 9! = arc sing; 
Q4)» -Vat-s. 
7. 0) 265 (2) 16; (3) -ra. 
8. 0. 
9. (1) 9x 一 ?16=- 0; (2) 24+ y-3- 0; 
(3) 77- y-9- 0. 
10, (2 ls o zs 45 
a 5 M 25 " 2c Lid " 
O zz pd 0) Apes (5-6 it 
HORE S ca 
6) yr pri (9 urn 


11, p= LENS 22949. 


12。 在 图 中 ， 总 电流 等 于 流入 两 支 路 电流 之 和 : I-I.4I,o JfH RLA IN AREY 


DRAN 
; 


设 在 电阻 忆 上 的 功率 为 P， 则 了 ~ IR -re rs, Qt 0). 向 此 可 家 得 当 


R, =Ro 时 ， 功 率 了 最 大 。 
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第 一 节 
i, 39.69; 42.63, 
s 
2. 人 Tsiortd 
a Q fois — 0 f Evaman 0) f^ acies. 
5.0) 2 OE Qe. 
&olGoty 
1, 0) EL (2) 285; (3) 2255; 
(4) e' cosx; (5) -lesot; (6) Bsinot, 
2. 2, 5 " 
2. (0. 53 (244; G) 1; (4) 15 
" 2. m 
OLD [OE (OE 
3. 117.5. 5. 4, 
6, sinX,sinx-- 2, siux — 2,sinx 4- CHE eosx fo CIR GS 


sius singe sina 2Y 不 是 cesx 的 原 函 数 . 


9. [i= os fenis o. 
H 2. da 
10, 0) ^ $i (2) a+b; G)4$1v2-31 
lo. i 
0) 1-423 (5) 53. 
第 三 闻 
1 Q6 +C; (2) -r +C; G) Mie 
EE" à ENCMY 
(4) ay +C; (5) yz *C. 
2, (1) z=? esc (2) $o peto 
3) sinx--eosx t Cs 4 ENTE 
(3) siaz+eos wy z 
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2 
(5) S 4 t-slat] +C 


(0)x - aretex +C; 


. @G) 1 b- 4394€; 


(3) CERES) +C; 
(5) -lun-sn TC; 
(7) -3Vi-sCi 


(9) arctgsinz 4C; 


(D- 
. OO 
VB 
(3) Cg 50.866; 


(3) Inja + 1H Vt vox 5| 1! 
sin8x sin2x 

s) — Sin8% , sinzx |. 

(5) 0 RE 


C; (0) 


(6) 2180 -0 +C; 


(8) Dav fv C. 
(2) Lose 
(4) -Lan-ebe6; 
(6) 4 FO +2a?)3 4C; 

(8) In]rsinx[ 4 C; 
(10)!n|sinz| £C; 

a2) 1p est +C, 
e I-vs)s2.425 


(4) 1 


r 
(@) Zoosp, 


l — 
(2) Finl2r+y ax? 43s l 1C; 


l pizi 
in 
iis 


(6) —x!cosx.-2xsinx -2cosx C; 


(7) ot g) t sin(ot + pyem(ol £9) 4 Cs 


(8) -i la (x? 


(901 


3? 


2. ni. 


-2x +5) +4 arcig a 


lec; 
am 
10)-— 
aŠ, 
LE 
3, mR 


4. LA yarn, 5. 21x 107 (E 9). 


6, TIER, 7、16( 公 斤 ER). 


第 十 七 章 S X BH 


.4,5K, 

4. 0) 2: (9) 2.5; 
G D (6) H 

7. 20,4. 


8. (1) 2x tgy C; 
(3) phir-ss 6; 
(52 (ei eo E+Cs 
(7) inta; 

(9) aretger C5 


{11)— * (1-7 22)54-6; 


(13) -V 1237 +aresins + C; 


(3) 12; (4) 85 

(0 $ (8) æ. 

(2) sinz -2aretgx Varcsiaz +C; 
(4) yUsmvE eG 

(6 一 Leorta C, 


(8) 


gyrg terim Cs 


Q0) Lsccinst + Cs 


a2-$0-251«6i 


X 


ME! 2 . 
14» tg L.C 
a4) jo aretg S 4C. 


9. 0) ioi; (2) zev 2 -1); (3) si 
l., . ， 
SE (5) 3 "PM 
o e (m 
(m (5) 0. 
uu D -py vE; (3) Ž- z; 
ma 4 
(4) iebR. (Gm- 5. 


z 
2. 2. 


13, mgR, n.24B /P. 


